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摘要：决策为划分的覆盖决策信息系统的特征选择理论和方法日趋成熟。但在数据采集的过程中，有些数据集存

在对象的决策缺失或决策不能完全确定情况，那么将决策刻画为覆盖更加合理。而决策为覆盖的覆盖决策信息系

统特征选择的研究却很少见。本文讨论决策为覆盖的覆盖决策信息系统的特征选择，利用证据理论中的信任函数

和似然函数给出覆盖决策信息系统约简的等价刻画，从而给出求约简的算法，并以实例说明该方法的有效性。
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Abstract:The theory and methods of feature selection of the covering decision information system，whose
decision is characterized by partition，are becoming mature. However，the decision attribute values of some
objects in some data sets are missing or fuzzy. Then，it is reasonable to characterize the decision as a
covering，but the study on feature selection of covering decision information system whose decision is
characterized by covering is still very rare. In this paper，we discuss feature selection of covering decision
information system whose decision is characterized by covering. We present a definition of attribute reduction
in covering decision information system，and employ belief and plausibility functions from evidence theory to
characterize the attribute reductions in covering decision information systems. Then，an attribute reduction
algorithm based on evidence theory is proposed in covering decision information systems，and an example is
used to illustrate the validity of the method.
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信息与知识，是一种有效的特征选择工具。粗糙集

理论所处理的数据集通常以信息系统来表示，因而

基于粗糙集理论的数据集的特征选择通常也被称

为信息系统的属性约简。

由于收集到的数据集通常是不确定的、不完整

的、不精确的、高维的或多源的，信息系统的形式具

有多样性，有完备信息系统、不完备信息系统、连续

值信息系统、模糊信息系统、混合信息系统和多源

信息系统等。而集值属性、缺失值属性和实值属性

用覆盖来刻画更加恰当，所以完备信息系统、不完

备信息系统、连续值信息系统、模糊信息系统和混

合信息系统等信息系统都可以用覆盖信息系统来

表示，并且多源信息系统在信息融合后也可转化为

覆盖信息系统。讨论覆盖信息系统的特征选择以

给出不同信息系统约简理论一个统一的框架具有

理论意义和实际应用价值。

覆盖粗糙集理论是覆盖信息系统特征选择的

基础理论之一。由覆盖信息粒定义的覆盖上、下近

似算子是覆盖粗糙集的两个基本概念。由覆盖定

义不同信息粒，从而可得不同的覆盖近似算子，则

引出不同的约简理论 [7‑13]，产生不同的约简方法：通

过构造辨识矩阵求约简 [7‑11]，定义信息熵求约简 [12]，

利用组合优化方法来给出约简 [13]，利用证据理论给

出覆盖信息系统属性约简的等价刻画 [14]，借助矩阵

计算 [15‑16]或图论 [17]来约简。这些方法在分类性能、

找出约简集的极小性上体现出了优势，但针对的覆

盖信息系统没有决策或者决策为划分。事实上，在

数据采集的过程中条件不足等因素可能导致有些

对象的决策缺失或决策不能完全确定，如连续值决

策信息系统、模糊目标信息系统的决策属性值为连

续值。这时直接将此类对象删去而将决策刻画为

划分的做法必然导致数据部分失真，因此将决策属

性刻画为覆盖更加合理，且考虑决策为覆盖的决策

信息系统的特征选择尤为重要。文献 [18‑19]给出

了决策为覆盖的决策信息系统的两类约简，但迄

今，这方面的成果还很少。

Dempster‑Shafer证据理论 [20‑21]以基本概率分

配为基础，利用信任函数和似然函数构成的不确定

区间来刻画证据的不确定性和未知性。集合的信

任测度和似然测度可以看成是对该集合的不确定

性的定量刻画，而同一集合的上近似和下近似可以

看成是对该集合所表示信息的定性描述，那么证据

理论与粗糙集理论之间存在必然的联系 [22‑29]。根

据证据理论与覆盖粗糙集理论之间的联系，利用证

据理论研究覆盖信息系统的特征选择方面，有一些

初步的结果。比如，通过建立一对覆盖近似算子与

信任函数、似然函数的联系来讨论覆盖决策信息系

统的约简 [14]。文献[30]定义了随机覆盖目标信息系

统，并利用信任函数和似然函数给出协调和不协调

随机覆盖目标信息系统约简的等价刻画。但是这

些成果的覆盖决策信息系统的决策都由划分来刻

画。文献 [31]给出了决策为覆盖的覆盖决策信息

系统的一类约简，并利用证据理论中的信任函数和

似然函数给出约简的等价刻画。

本文讨论决策为覆盖的覆盖决策信息系统的

一类约简。首先，由一对覆盖上、下近似算子产生

一对对偶的信任函数和似然函数。然后利用信任

函数和似然函数给出覆盖决策信息系统约简的等

价刻画，从而给出求约简的算法，并以实例说明算

法的有效性。

1 基本定义与性质

本文中，论域 U是非空有限集。对 X ⊆ U，

-X表示 X的余集，|X |表示 X所包含的元素的个

数。下面介绍覆盖粗糙集理论和证据理论的一些

相关概念和性质。

定 义 1

[32] 设 C 是 U 上 的 一 个 覆 盖 ，即

∪{ K |K ∈ C }= U。 任 意 x ∈ U， 令 ( x ) C=
∩{ K∈C|x∈K }。定义如下一对对偶的覆盖近似算

子：对任意 X⊆U,-C ( X )={ x∈U |∀u ( x∈( u ) C⇒
( u ) C⊆ X ) }，C̄ ( X )= ∪{( x ) C |( x ) C ∩ X ≠ ∅ }。

该对覆盖近似算子是重要的覆盖近似算子之

一，也得到一些学者的关注。比如，Chen等[8]给出了

上近似算子的定义，Qin等[32]给出了该对近似算子

的定义，Zhang等给出了该对近似算子的公理组[33]，

Yao等将该对近似算子归类为基于粒的覆盖近似算

子[34]，Chen等[35]讨论了该对覆盖近似算子的不确定

性。关于该对近似算子的性质，有如下命题。

命题 1

[32] 设 C是 U 上的一个覆盖 ,对任意

X,Y ⊆ U有

（1）-C ( ∅ )=∅，-C (U )= U；

（2）-C ( X ) ⊆ X ⊆ C̄ ( X )；
（3）-C ( X ∩ Y )= -C ( X ) ∩ -C (Y )；
（4）C̄ ( X ∪ Y )= C̄ ( X ) ∪ C̄ (Y )。
下面给出证据理论中两个最重要的概念：信任

函数和似然函数。

定义 2

[20‑21] 设 U是非空有限集，称集函数 B:
P (U ) → [ 0,1 ]为信任函数，若它满足性质

（1）B ( ∅ )= 0，B (U )= 1；
（2）对于 U的任意子集 X 1,X 2,⋯,Xn ( n ≥ 1 )，

有B ( ∪
i=1

n

Xi )≥ ∑
∅≠ I⊆ { 1,2,⋯,n }

(-1 )|I|+ 1B ( ∩ i ∈ I
X i ),

其 中 |I| 表 示 I 中 所 含 元 素 的 个 数 。 称 函 数 L:
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P (U ) → [ 0,1 ]为似然函数，若 L是 B的对偶补，即

对于任意 X ⊆ U有：L ( X )= 1- B (-X )。
定理 1

[20‑21] 似然函数满足下列性质

（1）L ( ∅ )= 0，L (U )= 1；
（2）对于U的任意子集X 1,X 2,⋯,Xn ( n≥ 1 )有

L ( ∩
i= 1

n

Xi ) ≤ ∑
∅≠ I ⊆ { 1,2,⋯,n }

(-1 )|I| + 1L ( ∪
i ∈ I
X i )。

定义 3

[21] 称集函数 m:P (U ) → [ 0,1 ]为概率

分配函数，简称为mass函数，如果它满足

( 1 )m ( ∅ )= 0；( 2 ) ∑
X ⊆ U

m ( X )= 1。

定理 2

[21] 若m是U上的一个mass函数，则对

任意 X ⊆ U，由

B ( X )= ∑
A ⊆ X

m ( A )，L ( X )= ∑
A ∩ X ≠ ∅

m ( A )

定义的函数 B和 L分别为信任函数和似然函数。

由覆盖近似算子-C ( X )和 C̄ ( X )可导出信任

函数和似然函数。

定理 3 设 (U,P(U),P)是一个概率空间，C是

U上的一个覆盖。对任意 X ⊆ U，令 BelC ( X )=
P (-C ( X ) ) ，PlC ( X )= P ( C̄ ( X ) )，则 BelC 和 PlC 分

别为信任函数和似然函数。

证明 先证明 BelC是信任函数。

(1)由-C ( ∅ )=∅，-C (U )= U，可得

BelC ( ∅ )= P (-C ( ∅ ) )= P ( ∅ )= 0，
BelC (U )= P (-C (U ) )= P (U )= 1。

(2) 由命题 1(3)可得，-C ( ∪
i=1

n

Xi )⊇∪
i=1

n

-C ( Xi ) 和

∩
i= 1

n

-C ( Xi )= -C ( ∩
i= 1

n

Xi )。则

BelC ( ∪
i= 1

n

Xi )= P (-C ( ∪
i= 1

n

Xi ) ) ≥P ( ∪
i= 1

n

-C ( Xi ) )=

∑
∅≠ I ⊆ { 1,2,⋯,n }

(-1 )|I| + 1P ( ∩
i ∈ I
-C ( Xi ) )=

∑
∅≠ I ⊆ { 1,2,⋯,n }

(-1 )|I| + 1P (-C ( ∩
i ∈ I
X i ) )=

∑
∅≠ I ⊆ { 1,2,⋯,n }

(-1 )|I| + 1BelC ( ∩
i ∈ I
X i ) )。

再证明 PlC是似然函数。

(1) 由 C̄ ( ∅ )=∅，C̄ (U )=U，可得 PlC ( ∅ )=
P ( C̄ ( ∅ ) )=P ( ∅ )=0 ， PlC (U )=P ( C̄ (U ) )=
P (U )= 1。

(2) 由命题 1(4)可得，C̄ ( ∩
i=1

n

Xi )⊆ ∩
i=1

n

C̄ ( Xi ) 和

∪
i= 1

n

C̄ ( Xi )= C̄ ( ∪
i= 1

n

Xi )。于是

PlC ( ∩
i= 1

n

Xi )= P ( C̄ ( ∩
i= 1

n

Xi ) ) ≤P ( ∩
i= 1

n

C̄ ( Xi ) )=

∑
∅≠ I ⊆ { 1,2,⋯,n }

(-1 )|I| + 1P ( ∪
i ∈ I
C̄ ( Xi ) )=

∑
∅≠ I ⊆ { 1,2,⋯,n }

(-1 )|I| + 1P ( C̄ ( ∪
i ∈ I
X i ) )=

∑
∅≠ I ⊆ { 1,2,⋯,n }

(-1 )|I| + 1PlC ( ∪
i ∈ I
X i ) )。

推论 1 设 C是有限论域 U上的一个覆盖。

对任意 X ⊆ U，令 BelC ( X )=
|-C ( X ) |
|U | ，PlC ( X )=

|C̄ ( X ) |
|U | ，则 BelC 和 PlC 分别为信任函数和似然函

数。相应的 mass 函数为 mC ( X )=
|j ( X ) |
|U | ，其中

n ( x )=∪{( u ) C |x∈( u ) C,u∈U }，j ( X )={ x∈U |n ( x )=
X }。

证明 定义函数 P:P (U ) → [ 0,1 ]如下：对任

意 X ⊆ U，P ( X )= |X |
|U |。由定理 3 可知，BelC 和

PlC分别为信任函数和似然函数。

既 然 mC ( ∅ )=
|j ( ∅ ) |
|U | = 0，∑

X ⊆ U

mC ( X )=

∑
X ⊆ U

|j ( X ) |
|U | =

| ∪
X ⊆ U

j ( X ) |

|U | = |U |
|U | = 1，mC 为 mass

函数。且对任意 X ⊆ U，有

BelC ( X )=
|-C ( X ) |
|U | =

1
|U | | { x ∈ U |∀u ( x ∈ ( u ) C ⇒ ( u ) C ⊆ X ) } |=

1
|U | | { x ∈ U |n ( x ) ⊆ X } |= 1

|U | | ∪A ⊆ X

j ( A ) |=

1
|U | ∑A ⊆ X

|j ( A ) |= ∑
A ⊆ X

mC ( A )。

可见，mC是 BelC的mass函数。

2 覆盖决策信息系统约简的数值

刻画

文献 [8]给出了决策为划分的覆盖决策信息系

统的定义，并讨论其属性约简。而很多信息系统的

决策并不能用划分来刻画，用覆盖来刻画更加合

理。引用文献[36]中的两个例子来说明。

例 1 假设某个企业需要判断各项技术的成

熟度，以便进行技术创新决策，原决策信息系统为

(U,A,F,d )，其中U表示各项技术，有 10项待评估

的技术；A表示影响技术成熟度的属性特征，A=
{ a1,a2 }，a1表示技术的市场需求状况，a2表示需求

的变化状况；F={ fl:U → Vl ( al ∈ A ) }表示不同

技术与各种属性之间的关系，即不同技术项目在不

同属性下的取值，Vl是属性 al的取值域；d表示技
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术成熟度，Vd 是属性 d的取值域。给出决策信息

系统如表 1所示。这是一个条件属性值和决策属

性值在[0,4]之间的连续值决策信息系统。

对任意 B ⊆ A和 d，定义关系 RB和 Rd如下：

RB={( x,y ) ∈ U × U |∀a ∈ B,|fa ( x )- fa ( y ) | ≤
δa }

Rd={( x,y ) ∈ U × U ||fd ( x )- fd ( y ) | ≤ δd }
式中 δa > 0，δd > 0。则 RB和 Rd是自反且对称关

系，而非传递的，所以不是等价关系。于是 Ci=
{( Rai ) s ( x ) |x∈U } ( i=1,2 )，Cd={( Rd ) s ( x ) |x∈U }
为覆盖。

如令 δa1 = 0.6,δa2 = 0.3,δd= 1.5，则可得 3个
覆盖

C 1 = { { x 1,x2,x 6 }, { x 1,x2,x 7 }, { x 3,x 7,x 8 } ,
{ x 4,x 9,x 10 },{ x 4,x 8,x 9 },{ x2,x 3,x 7 },{ x 5,x 10 },

{ x 1,x 6 } ,{ x 3,x 8,x 9 },{ x 4,x 5,x 10 } }
C 2 = { { x 1,x2,x 3,x 4,x 5 }, { x 6,x 8,x 10 }, { x 7,x 8,x 9 } }

Cd={ { x 1,x2,x 3,x 6,x 7 }, { x 1,x2,x 6,x 7 } ,
{ x 1,x 3,x 6,x 8 },{ x 4,x 5,x 9 }, { x 3,x 8,x 9 },{ x 4,x 5,x 8,

x 9 }, { x 10 } }

例 2 称 (U,A,F,D )为模糊决策信息系统，

其 中 U 是 对 象 集 ；A 是 属 性 集 ；F={ fl:
U → Vl ( al ∈ A ) }是对象集在属性集上的映射或

关 系 函 数 ，Vl 是 属 性 al 的 取 值 域 ；D={ D͂ j:
U → [ 0,1 ] ( j≤ r ) }。给出模糊决策信息系统，如

表 2所示。

对决策属性集D，定义关系 RD为

RD={( x,y ) ∈ U × U |∀ ~D i ∈ D,|
~D i ( x )-

~D i ( y ) | ≤ δi }
式中 δi > 0 ( i= 1,2 )。则 RD 是自反且对称关系，

而 非 传 递 的 ，所 以 不 是 等 价 关 系 。 于 是 CD=
{( RD ) s ( x ) |x ∈ U }为覆盖。

如 令 δ1 = 0.2,δ2 = 0.3，则 可 得 覆 盖 CD=

{ { x 1,x2,x 3 }, { x 1,x2,x 3,x 4 }, { x 3,x 4,x 5 }, { x 4,x 5 },
{ x 6 } }。

例 1和 2表明：一些决策信息系统的条件属性

和决策属性用覆盖来刻画更加合理。可见，讨论决

策为覆盖的覆盖决策信息系统的属性约简具有实

际意义。下面给出决策为覆盖的覆盖决策信息系

统的约简的定义。

定义 4

[8] 设 A是 U上的一族覆盖，B ⊆ A且

B={ Cj |j= 1,⋯,n }。 对 任 意 x ∈ U，称 ( x ) B=
∩{ K |x ∈ K,K ∈ C j,j= 1,⋯,n }为 x在覆盖族 B下

的邻域，称覆盖 Cov ( B )= { ( x ) B |x ∈ U }为 B诱导

的U上的一个覆盖。

显然，对任意 B ⊆ A，x,y ∈ U，有

(1) y ∈ ( x ) B ⇔ ( y ) B ⊆ ( x ) B；
(2) ( x ) B= ∩C ∈ B ( x ) C；
(3) ( x ) A ⊆ ( x ) B；
(4) ( x ) B=( x ) Cov(B )。
根据定义 1和定义 4，对任意 B ⊆ A，可得一对

关于覆盖 Cov ( B )的近似算子：对任意 X ⊆ U，

-C B ( X ) = { x ∈ U |∀u ( x ∈ ( u ) B ⇒ ( u ) B ⊆ X ) }，

C̄B ( X )= ∪{( x ) B |( x ) B ∩ X ≠ ∅ }。
定义 5

[18] 设 A是 U上的一族覆盖，D是 U上

的一个覆盖，称 (U,A,D )为一个覆盖决策信息系

统 。 设 B ⊆ A，若 对 任 意 Di ∈ D 有 -C A ( Di )=

-C B ( Di )，称 B是下近似协调集。若 B是下近似协调

集，B的任意真子集不是下近似协调集，称 B是下

近似约简集。(U,A,D )的所有下近似约简集的交

称 为 下 近 似 核 心 集 ，记 为 CoreL ( A,D )。 设

B ⊆ A，若对任意 Di ∈ D有 C̄A ( Di )= C̄B ( Di )，称
B是上近似协调集。若 B是上近似协调集，B的任

意真子集不是上近似协调集，称 B是上近似约简

集。(U,A,D )的所有上近似约简集的交称为上近

似核心集，记为 CoreU ( A,D )。
例 3 设 (U,A,D )为一个覆盖决策信息系统，

其中U={ x 1,x2,x 3,x 4,x 5 }，A={ C 1,C 2,C 3 }是U的

3个覆盖，D是U上的一个覆盖，且

表 1 例 1中的决策信息系统

Tab.1 The decision information system of Example 1

U

x1
x2
x3
x4
x5
x6
x7
x8
x9
x10

a1
0.2
0.8
1.8
3.2
4.0
0.0
1.2
2.2
2.8
3.8

a2
0.0
0.2
0.0
0.2
0.0
0.8
1.2
1.0
1.2
0.8

d

3.8
4.0
3.2
1.8
2.0
3.8
4.0
2.8
2.2
0.8

表 2 例 2中的一个模糊决策信息系统

Tab.2 Fuzzy decision information system of Example 2

U

x1
x2
x3
x4
x5
x6

a1
1
1
1
1
1
2

a2
1
1
2
2
2
2

~D 1

0.9
1.0
0.8
0.7
0.6
0.2

~D 2

0.2
0.3
0.5
0.6
0.9
1.0
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C 1 = { { x 1,x2 }, { x2,x 3,x 4 }, { x 5 } }
C 2 = { { x 1,x2 }, { x 3,x 4 }, { x2,x 5 } }
C 3 = { { x 1,x2 }, { x 3,x 4 }, { x 4,x 5 } }
D={ { x 1,x2,x 3 }, { x 1,x 4 }, { x 5 } }

可得点在不同覆盖族下的邻域，如表 3所示。

由定义 1，可得 C̄A ( { x 1,x2,x 3 } )={ x 1,x2,x 3,x 4 }，
C̄A ( { x 1,x 4 } )={ x 1,x2,x 3,x 4 }，C̄A ( { x 5 } )={ x 5 }。 根

据定义 5可知 { C 1 }和 { C 2,C 3 }为覆盖上近似约简

集，{ C 1,C 2 }，{ C 1,C 3 }和 { C 2,C 3 }是覆盖下近似约

简集。

注注 1 由例 3可见，一个覆盖决策信息系统的

上近似约简集和下近似约简集未必相同。接下来，

利用信任函数和似然函数给出下近似约简集和上

近似约简集的刻画。

在覆盖决策信息系统 (U,A,D )中，对任意

B ⊆ A，将覆盖 Cov ( B )诱导的信任函数 BelCov(B )和
似然函数 PlCov(B )分别记为 BelB和 PlB。

定理 4 设 (U,A,D )为覆盖决策信息系统，其

中 D={ D 1,D 2,⋯,Dm }。B是 (U,A,D )的下近似

协调集的充要条件是∑
i= 1

m

BelB ( Di )= ∑
i= 1

m

BelA ( Di )。

B 是 (U,A,D )的 下 近 似 约 简 集 的 充 要 条 件 是

∑
i= 1

m

BelB ( Di )= ∑
i= 1

m

BelA ( Di )，且 对 任 意 C ⊆ B，

∑
i= 1

m

BelB ( Di ) > ∑
i= 1

m

BelC ( Di )。

证 明 设 B 是 下 近 似 协 调 集 ，则 对 任 意

Di ∈ D有-C A
( Di )= -C B

( Di )。于是

∑
i= 1

m

BelB ( Di )= ∑
i= 1

m |-C B ( Di ) |
n

= ∑
i= 1

m |-C A ( Di ) |
n

=

∑
i= 1

m

BelA ( Di ) (1)

反之，对任意 Di ∈ D有-C A ( Di ) ⊇ -C B ( Di )，所

以 |-C A ( Di ) | ≥ |-C B ( Di ) |。 而 由 ∑
i= 1

n

BelB ( Di )=

∑
i= 1

n

BelA ( Di )可 得 ：对 任 意 Di ∈ D 有 |-C A ( Di ) |=

|-C B ( Di ) |，所以-C A ( Di )= -C B ( Di )。可见，B是下近

似协调集。

若 B是下近似约简集，则 B是下近似协调集，

于是∑
i= 1

n

BelB ( Di )=∑
i= 1

n

BelA ( Di )。对任意 C ⊆ B，

C 不 是 下 近 似 协 调 集 ， 所 以

∑
i= 1

n

BelC ( Di ) ≠ ∑
i= 1

n

BelA ( Di )=∑
i= 1

n

BelB ( Di )。 又 由

∑
i= 1

n

BelC ( Di ) ≤∑
i= 1

n

BelB ( Di ) 可 知 ∑
i= 1

n

BelC ( Di ) <

∑
i= 1

n

BelB ( Di )。 反 之 ， 根 据 ∑
i= 1

m

BelB ( Di )=

∑
i= 1

m

BelA ( Di ) 可 知 B 是 下 近 似 协 调 集 。 对 任 意

C ⊆ B，∑
i= 1

m

BelB ( Di ) >∑
i= 1

m

BelC ( Di )，所以 C不是下

近似协调集。可见 B是下近似约简集。

定理 5 设 (U,A,D )为一覆盖决策信息系统，

其中 D={ D 1,D 2,⋯,Dm }。B是 (U,A,D )的上近

似 协 调 集 的 充 要 条 件 是

∑
i= 1

m

PlB ( Di )= ∑
i= 1

m

PlA ( Di )。B是 (U,A,D )的上近

似 约 简 集 的 充 要 条 件 是

∑
i= 1

m

PlB ( Di )= ∑
i= 1

m

PlA ( Di )，且 对 任 意 C ⊆ B 有

∑
i= 1

m

PlB ( Di ) < ∑
i= 1

m

PlC ( Di )。

证明与定理 4的证明类似。

注 2 根据定理 5，可设计上近似约简集的算

法。由定义 1可知计算一个集合的下近似比计算

其上近似复杂，所以没有直接利用定理 4来设计下

近似约简集的算法，而是通过保持决策类的余集的

上近似不变的上近似约简集得到下近似约简集。

3 覆盖决策信息系统属性约简的

方法

定义 6 设 (U,A,D )为一覆盖决策信息系统，

定义 C ∈ A在A中的重要性为

SigA\ { C } (C )= ∑
i= 1

m

PlA\ { C } ( Di )- ∑
i= 1

m

PlA ( Di ) (2)

命题 2 CoreU( A,D )={ C ∈ A |SigA\ { C } (C )>
0 }。

证明 任意C∈ CoreU( A,D )，A\ { C }不是上近

似协调集。否则，A\ { C }至少包含一个上近似约

简集，那么该约简集不包含 C，与 C ∈ CoreU( A,D )

矛 盾 。 于 是 根 据 定 理 5 有 ∑
i= 1

m

PlA\ { C } ( Di ) >

表 3 例 3中的点的邻域

Tab.3 Neighborhoods of elements in Example 3

x
( x ) C1
( x ) C2
( x ) C3
( x ) { C1,C2 }
( x ) { C1,C3 }
( x ) { C2,C3 }
( x ) A

x1
{ x1,x2 }
{ x1,x2 }
{ x1,x2 }
{ x1,x2 }
{ x1,x2 }
{ x1,x2 }
{ x1,x2 }

x2
{ x2 }
{ x2 }
{ x1,x2 }
{ x2 }
{ x2 }
{ x2 }
{ x2 }

x3
{ x2,x3,x4 }
{ x3,x4 }
{ x3,x4 }
{ x3,x4 }
{ x3,x4 }
{ x3,x4 }
{ x3,x4 }

x4
{ x2,x3,x4 }
{ x3,x4 }
{ x4 }
{ x3,x4 }
{ x4 }
{ x4 }
{ x4 }

x5
{ x5 }
{ x2,x5 }
{ x4,x5 }
{ x5 }
{ x5 }
{ x5 }
{ x5 }
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∑
i= 1

m

PlA ( Di )，故 SigA\ { C } (C ) > 0。 反 之 ，如 果

SigA\ { C } (C ) > 0，则 ∑
i= 1

m

PlA\ { C } ( Di ) >∑
i= 1

m

PlA ( Di )。

可见，A\ { C }不是上近似协调集，那么A的所有上

近似约简集必包含 C,所以 C ∈CoreU( A,D )。
命题 2表明上近似核心集中的覆盖都是重

要的。

定义 7 设 (U,A,D )为一覆盖决策信息系统，

其 中 D={ D 1,D 2,⋯,Dm }。 设 B ⊆ A，定 义 覆 盖

C ∈ A\B对 B的重要性为

SigB (C )= ∑
i= 1

m

PlB ( Di )- ∑
i= 1

m

PlB ∪ { C } ( Di ) (3)

定义 7将覆盖 C ∈ A\B对 B的重要性通过似

然函数值变化来度量，SigB (C ) 的值越大，说明覆

盖 C ∈ A\B对 B越重要。 根据定义 6和定义 7中
重要性的定义与性质来寻找覆盖决策信息系统

(U,A,D ) ( D={ D 1,D 2,⋯,Dm } )最小约简的算法。

算法 1

第1步 令CoreU( A,D )=∅，计算∑
i=1

m

PlA ( Di )=

M。规定∑
i= 1

m

Pl∅ ( Di )=M。

第2步 计 算 C ∈ A 在 A 中 的 重 要 性

SigA\ { C } (C )，作CoreU ( A,D )={ C∈A |SigA\ { C } (C )>

0 }。 若 ∑
i= 1

m

PlCore(A,D ) ( Di )=M，则 CoreU ( A,D ) 为

A 的 最 小 约 简 ，输 出 CoreU ( A,D )。 否 则 ，转

第 3步。

第 3步 令 B=CoreU ( A,D )，对覆盖集A\B，
重复作：

(1)对每个 C ∈ A\B，计算 SigB (C )。
(2) 选取C 0∈A\B，使 SigB (C 0 )=Max

C∈A\B
SigB (C )，

作 B= B ∪ { C 0 }。

(3) 判断是否∑
i= 1

m

PlB ( Di )=M，若成立输出 B，

否则转(1)。
例 4 设 (U,A,D )为一个覆盖决策信息系统，

其中U={ x 1,x2,x 3,x 4,x 5 }，A={ C 1,C 2,C 3 }是U的

3个覆盖，D是U的一个覆盖，且

C 1 = { { x 1,x2 }, { x2,x 3,x 4 }, { x 4,x 5 } }
C 2 = { { x 1,x2,x 3 }, { x 3,x 4 }, { x 5 } }
C 3 = { { x 1,x2 }, { x 3,x 4 }, { x 4,x 5 } }
D={ D 1 = { x 1,x2,x 3 },D 2 = { x2,x 5,
D 3 = { x 3,x 4 },D 4 = { x 5 } }

可得U中点在不同覆盖集下的邻域如表 4所示。

由 定 义 1， 可 知 C̄A ( D 1 )= { x 1,x2,x 3 }，

C̄A ( D 2 )= { x 1,x2,x 5 }，C̄A ( D 3 )= { x 3,x 4 }，C̄A ( D 4 )=
{ x 5 }。根据定义 5可知 { C 1,C 2 }和 { C 2,C 3 }为覆盖

上近似约简集，也是覆盖下近似约简集。

按照算法 1给出上近似约简集的求解。

第1步 令 CoreU ( A,D )= ∅，计 算 M=

∑
i= 1

4

PlA ( Di )=
3
5 +

3
5 +

2
5 +

1
5 =

9
5。

第2步 由 C̄A\ { C1 } ( D 1 )= { x 1,x2,x 3 }，

C̄A\ { C1 } ( D 2 )= { x 1,x2,x 5 }， C̄A\ { C1 } ( D 3 )= { x 3,x 4 }，

C̄A\ { C1 } ( D 4 )= { x 5 } 可 得 ∑
i= 1

4

P lA\ { C1 } ( Di )=
3
5 +

3
5 +

2
5 +

1
5 =

9
5 , 则 SigA\ { C1 } (C 1 )=

∑
i=1

4

PlA\ { C1 } ( Di )-∑
i=1

4

PlA ( Di )=0。

由 C̄A\ { C2 } ( D 1 )= { x 1,x2,x 3,x 4 }，C̄A\ { C2 } ( D 2 )=

{ x 1,x2,x 4,x 5 }，C̄A\ { C2 } ( D 3 )={ x 3,x 4,x 5 }，C̄A\ { C2 } ( D 4 )=

{ x 4,x 5 }可得∑
i= 1

4

P lA\ { C2 } ( Di )=
4
5 +

4
5 +

3
5 +

2
5 =

13
5 ，则 SigA\ { C2 } ( C2 )=∑

i=1

4

PlA\ { C2 } ( Di )-∑
i=1

4

PlA ( Di )=

4
5。

由 C̄A\ { C3 } ( D 1 )= { x 1,x2,x 3 }，C̄A\ { C3 } ( D 2 )= { x 1,

x2,x 5 }，C̄A\ { C3 } ( D 3 )= { x 3,x 4 }，C̄A\ { C3 } ( D 4 )= { x 5 }可

得 ∑
i= 1

4

PlA\ { C3 } ( Di )=
3
5 +

3
5 +

2
5 +

1
5 =

9
5， 则

SigA\ { C3 } (C 3 )=∑
i=1

4

PlA\ { C3 } ( Di )-∑
i=1

4

PlA ( Di )=0。

综上可得，B= CoreU ( A,D )= { C 2 }。
由 C̄B ( D 1 )= { x 1,x2,x 3,x 4 }， C̄B ( D 2 )=

{ x 1,x2,x 3,x 5 }，C̄B ( D 3 )= { x 1,x2,x 3,x 4 }，C̄B ( D 4 )=
{ x 5 }可得

∑
i= 1

4

PlB ( Di )=
4
5 +

4
5 +

4
5 +

1
5 =

13
5 ≠ M

可见，B={ C 2 }不是上近似约简集。

表 4 例 4中的点的邻域

Tab.4 Neighborhoods of elements in Example 4

x
( x ) C1
( x ) C2
( x ) C3
( x ) { C1,C2 }
( x ) { C1,C3 }
( x ) { C2,C3 }
( x ) A

x1
{ x1,x2 }

{ x1,x2,x3 }

{ x1,x2 }

{ x1,x2 }

{ x1,x2 }

{ x1,x2 }

{ x1,x2 }

x2
{ x2 }

{ x1,x2,x3 }

{ x1,x2 }

{ x2 }

{ x2 }

{ x1,x2 }

{ x2 }

x3
{ x2,x3,x4 }

{ x3 }

{ x3,x4 }

{ x3 }

{ x3,x4 }

{ x3 }

{ x3 }

x4
{ x4 }

{ x3,x4 }

{ x4 }

{ x4 }

{ x4 }

{ x4 }

{ x4 }

x5
{ x4,x5 }

{ x5 }

{ x4,x5 }

{ x5 }

{ x4,x5 }

{ x5 }

{ x5 }
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第 3步 计算

SigB (C 1 )= ∑
i= 1

4

PlB ( Di )- ∑
i= 1

4

PlB ∪ { C1 } ( Di )=
13
5 -

9
5 =

4
5

SigB (C 3 )= ∑
i= 1

4

PlB ( Di )- ∑
i= 1

4

PlB ∪ { C3 } ( Di )=
13
5 -

9
5 =

4
5

选取 C 1 ∈A\B，使 SigB (C 1 )= max
C∈A\B

SigB (C )，作

B= B ∪ { C 1 }。 由∑
i= 1

4

PlB ( Di )=
9
5 =M，可知 B=

{ C 1,C 2 }是上近似约简集。

注 3 （1）覆盖决策信息系统 (U,A,D ) ( D=
{ D 1,D 2,D 3,D 4 } )的下近似约简集就是覆盖决策信

息 系 统 (U,A,D ′ ) ( D ′= {-D 1, - D 2, - D 3,
-D 4 } )的上近似约简集，所以可利用求上近似约

简集的算法给出下近似约简集。

（2）划分是特殊的覆盖，所以本文的理论显然

适用于决策刻画为划分的覆盖决策信息系统。

（3）文献 [14]中，Chen等由一对覆盖近似算子

得到信任函数和似然函数，从而利用信任函数给出

决策为划分的覆盖决策信息系统属性约简的算

法。本文所讨论的覆盖近似算子与文献 [14]中的

覆盖近似算子不同，而且本文是根据决策类的上近

似得到的似然函数来构造算法，而文献[14]是根据

决策类的下近似得到的信任函数来构造算法。当

本文中的覆盖决策信息系统的决策刻画为划分时，

算法 1得到的约简与文献[14]中算法得到的约简可

能不同，本文以文献[14]中的例子来进行说明。

例 5 考 虑 房 子 评 估 问 题 。 设 U=
{ x 1,x2,⋯,x 10 }是 10套房子，A={price；structure；
color；surroundings}是属性集，“price”的属性值为

{high；middle；low}，“structure”的属性值为 {reason‑
able；ordinary；poor}，“color”的 属 性 值 为 {good；

bad}，“surroundings”的 属 性 值 为 {quiet；slightly
noisy；noisy；very noisy}。有 4个专家 {A,B,C,D}
来评估这些房子的属性值，专家之间的意见相互独

立且同等重要。评估结果如表 5。所示

由决策信息系统的条件属性可得一族覆盖

A={ C 1,C 2,C 3,C 4 }。
Price: C 1={ { x 1,x2,x 3,x 4,x 6,x 7,x 8,x 9,x 10 }, { x 3,

x 4,x 6,x 7 }, { x 3,x 4,x 5,x 6,x 7 } }。
Structure: C 2 = { { x 1,x2,x 3,x 4,x 5,x 6,x 7 }, { x 6,

x 7,x 8,x 9 }, { x 10 } }。
Color: C 3 = { { x 1,x2,x 3,x 6,x 8,x 9,x 10 }, { x2,x 3,

x 4,x 5,x 6,x 7,x 9 } }。
Surroundings: C 4 = { { x 1,x2,x 3,x 6 }, { x2,x 3,x 4,

x 5,x 6,x 7 }, { x 6,x 8,x 9,x 10 }, { x 6,x 7,x 9 } }。
决 策 属 性 构 成 的 划 分 为 D={ D 1 =

{ x 1,x2,x 3,x 6 },D 2 = { x 4,x 5,x 7 },D 3 = { x 8,x 9,x 10 } }。
由 覆 盖 族 A 可 得 ，( x 1 ) A={ x 1,x2,x 3,x 6 }，

( x2 ) A={ x2,x 3,x 6 }，( x 3 ) A={ x 3,x 6 }，( x 4 ) A=
{ x 3,x 4,x 6 ,x 7 }，( x 5 ) A={ x 3,x 4,x 5,x 6,x 7 }，( x 6 ) A=
{ x 6 }，( x 7 ) A={ x 6,x 7 }，( x 8 ) A={ x 6,x 8,x 9 }，

( x 9 ) A={ x 6,x 9 }，( x 10 ) A={ x 10 }。
第 1步 令 CoreU ( A,D )= ∅，计算

M= ∑
i= 1

3

PlA ( Di )=
9
10 +

5
10 +

4
10 =

18
10 。

第 2步 由覆盖族A\ { C 1 }可得，C̄A\ { C1 } ( D 1 )=
{ x 1,x2,x 3,x 4,x 5,x 6,x 7,x 8,x 9 }， C̄A\ { C1 } ( D 2 )=
{ x2,x 3,x 4,x 5,x 6,x 7 }， C̄A\ { C1 } ( D 3 )= { x 6,x 8,x 9,x 10 }。
于是

∑
i= 1

3

PlA\ { C1 } ( Di )=
9
10 +

6
10 +

4
10 =

19
10

则 SigA\ { C1 } (C 1 )= ∑
i= 1

3

PlA\ { C1 } ( Di )- ∑
i= 1

3

PlA ( Di )=

1
10。

表 5 房子评估问题的决策系统

Tab.5 Decision system of house evaluation problem

U

x1
x2
x3
x4
x5
x6
x7
x8
x9
x10

Price
{high}
{high}

{high; middle; low}
{high; middle; low}

{low}
{high; middle; low}
{high; middle; low}

{high}
{high}
{high}

Structure
{reasonable}
{reasonable}
{reasonable}
{reasonable}
{reasonable}

{reasonable; ordinary}
{reasonable; ordinary}

{ordinary}
{ordinary}
{poor}

Color
{good}

{good; bad}
{good; bad}
{bad}
{bad}

{good; bad}
{bad}
{good}

{good; bad}
{good}

Surrounding
{quiet}

{quiet; slightly noisy}
{quiet; slightly noisy}
{slightly noisy}
{slightly noisy}

{quiet; slightly noisy; noisy; very noisy}
{slightly noisy; very noisy}

{noisy}
{noisy; very noisy}

{noisy}

Decision
sale
sale
sale

further‑evaluation
further‑evaluation

sale
further‑evaluation

reject
reject
reject
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由 覆 盖 族 A\ { C 2 } 可 得 C̄A\ { C2 } ( D 1 )= U，

C̄A\ { C2 } ( D 2 )= { x 3,x 4,x 5,x 6,x 7 }，C̄A\ { C2 } ( D 3 )= { x 6,
x 8,x 9,x 10 }。可见

∑
i= 1

3

PlA\ { C2 } ( Di )=
10
10 +

5
10 +

4
10 =

19
10

则 SigA\ { C2 } (C 2 )= ∑
i= 1

3

PlA\ { C2 } ( Di )- ∑
i= 1

3

PlA ( Di )=

1
10。

由 覆 盖 族 A\ { C 3 } 可 得 C̄A\ { C3 } ( D 1 )=
{ x 1,x2,x 3,⋯,x 9 }，C̄A\ { C3 } ( D 2 )= { x 3,x 4,x 5,x 6,x 7 }，
C̄A\ { C3 } ( D 3 )= { x 6,x 8,x 9,x 10 }。于是

∑
i= 1

3

PlA\ { C3 } ( Di )=
9
10 +

5
10 +

4
10 =

18
10

可得 SigA\ { C3 } (C 3 )=∑
i=1

3

PlA\ { C3 } ( Di )-∑
i=1

3

PlA ( Di )=

0。
由 覆 盖 族 A\ { C 4 } 可 得 C̄A\ { C4 } ( D 1 )=

{ x 1,x2,x 3,⋯,x 9 }， C̄A\ { C4 } ( D 2 )= { x 3,x 4,x 5,x 6,x 7 }，
C̄A\ { C4 } ( D 3 )= { x 6,x 8,x 9,x 10 }。那么

∑
i= 1

3

PlA\ { C4 } ( Di )=
9
10 +

5
10 +

4
10 =

18
10

可见 SigA\ { C4 } (C 4 )=∑
i=1

3

PlA\ { C4 } ( Di )-∑
i=1

3

PlA ( Di )=

0。
综上可得，B= CoreU ( A,D )= { C 1,C 2 }。
又 由 C̄B ( D 1 )= { x 1,x2,x 3,⋯,x 9 }，C̄B ( D 2 )=

{ x 1,x2,x 3,⋯,x 9 }，C̄B ( D 3 )= { x 6,x 7,x 8,x 9,x 10 }得

∑
i= 1

3

PlB ( Di )=
9
10 +

5
10 +

9
10 =

23
10 ≠ M

可见，B={ C 1,C 2 }不是上近似约简集。

第 3步 由覆盖族 B ∪ { C 3 }可得 C̄B ∪ { C3 } ( D 1 )=
{ x 1,x2,x 3,⋯,x 9 }，C̄B ∪ { C3 } ( D 2 )= { x 3,x 4,x 5,x 6,x 7 } ，
C̄B ∪ { C3 } ( D 3 )= { x 6,x 8,x 9,x 10 }。可见

∑
i= 1

3

PlB ∪ { C3 } ( Di )=
9
10 +

5
10 +

4
10 =

18
10

于是SigB (C 3 )=∑
i=1

3

PlB ( Di )-∑
i=1

3

PlB∪{ C3 } ( Di )=
5
10。

由 覆 盖 族 B ∪ { C 4 } 可 得 C̄B ∪ { C4 } ( D 1 )=
{ x 1,x2,x 3,⋯,x 9 }， C̄B ∪ { C4 } ( D 2 )= { x 3,x 4,x 5,x 6,x 7 }，
C̄B ∪ { C4 } ( D 3 )= { x 6,x 8,x 9, x 10 }。可得

∑
i= 1

3

PlB ∪ { C4 } ( Di )=
9
10 +

5
10 +

4
10 =

18
10

则 SigB (C 4 )= ∑
i=1

3

PlB ( Di )-∑
i=1

3

PlB ∪ { C4 } ( Di )=
5
10。

选 取 C 3 ∈ A\B， 使 SigB (C 3 )=

maxC∈A\BSigB (C )，作B=B∪{ C 3 }。由 ∑
i=1

3

PlB ( Di )=

18
10 =M，可知 B={ C 1,C 2,C 3 }是上近似约简集。

可见，得到的约简是 {Price, Structure, Color}，
与文献 [14]得到的约简 {Structure, Color}或 {Struc‑
ture, Surroundings}不同。但是，本文似然函数的

计算比文献[14]中信任函数的计算简单。

4 结 论

本文讨论了决策为覆盖的覆盖决策信息系统

的特征选择，由一对覆盖近似算子生成了一对对偶

的信任函数和似然函数，利用信任函数和似然函数

给出了覆盖决策信息系统约简的等价刻画，从而给

出求约简的算法，并以实例说明算法的有效性。
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