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摘要!针对经典最大熵概率密度估计中拉格朗日乘子计算目前存在高度非线性!计算精度不高或有时难以收敛

等问题"提出了一种#最大似然
G

逐次优化$的方法%基于最大似然估计法"推导建立了简化的拉格朗日优化函

数&在此基础上"基于样本原点矩约束"提出了逐次寻优算法%根据优化过程不稳定"重新推导了拉格朗日乘子

的线性变换公式"避免矩阵求逆运算引起的奇异现象%针对几种常见的概率分布类型及可靠性问题"采用极大

似然最大熵概率密度估计法与经典型最大熵概率密度估计法分别计算概率密度及可靠度的对比表明'极大似然

最大熵概率密度估计法的优化函数非线性程度低"形式简单"而且#极大似然最大熵概率密度估计
G

逐次优化法

计算$精度高"收敛性好%

关键词!概率密度估计&可靠性&极大似然估计&最大熵&逐次优化
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可靠性分析中$经常需要由离散的实验数据求

出概率分布曲线$进而计算可靠度&最大熵原理是

解决概率类问题的有力工具$具有在拟合概率密度

公式时不事先假定概率分布$公式统一$适用性强



等优点&

文献(

#

"

E

)应用非线性最小二乘法
G

拟牛顿

法确定最大熵概率密度公式中的拉格朗日乘子&

但由于拉格朗日优化函数的高度非线性且拟牛顿

法的局限性$使确定拉格朗日乘子时容易计算不收

敛且结果受初始点选择影响较大&文献(

C

$

&

)提出

将拉格朗日优化函数积分区间进行线性变换$避免

计算拉格朗日乘子时出现计算溢出情况$但在计算

过程中需进行矩阵求逆运算$有时会出现奇异现

象$导致计算失败&

本文根据以上缺点进行如下改进!#

#

%应用极

大似然估计法简化拉格朗日优化函数$使计算拉格

朗日乘子不再具有高度非线性'#

$

%提出了逐次优

化法代替拟牛顿法$避免了初始点选择的影响且提

高了计算精度'#

D

%重新推导了线性变换公式避免

了矩阵求逆运算$使优化算法更加稳健&

文中将拉格朗日乘子由非线性最小二乘法确

定的最大熵概率密度估计称为经典型最大熵概率

密度估计'将拉格朗日乘子由极大似然估计法确定

的最大熵概率密度估计称为极大似然最大熵概率

密度估计&

=

!

极大似然最大熵概率密度估计及

其实现

===

!

经典型最大熵概率密度估计

!!

设变量是一个连续随机变量$其熵定义为(
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最大熵的基本方程为
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式中!
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%为变量
6

的理论概率密度函数'

3

为变

量
6

的变化范围'

5

&

为第
&

阶原点矩$其数值由样

本确定&

经典型最大熵概率密度函数的解析形式

为(
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为拉格朗日乘子$由残差余量
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的平方和最小确定$即
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目前国内外文献普遍采用拟牛顿法求解式

#

E

%&但由于拟牛顿法的局限性$在确定拉格朗日

乘子时遇到如下问题!#

#

%寻优结果对初始点的选

择较敏感$若选取不合理$寻优结果不理想'#

$

%优

化函数的高度非线性使拟牛顿法寻优效率下降$往

往造成寻优结果不收敛&
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!

极大似然最大熵概率密度估计

极大似然估计法是一种综合总体概率密度函

数和样本信息$求解总体概率分布模型中未知参数

的方法&其原理是基于总体概率密度函数构造一

个包含未知参数的似然函数$求解似然函数最大时

的未知参数$由此得到的概率分布模型与样本数据

拟合性最好&

设变量
6

是一个连续随机变量$其概率密度

函数
4

#

%

%可表示为最大熵概率密度函数式#
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%&

样本观测系列
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为递增离散系列#
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为了使样本似然函数值
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%不随

子样个数增加而增加$样本似然函数可写为如下形

式
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似然函数的对数为
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式中!

5
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为样本的第
&

阶原点矩$

5

%

[#

&

利用极大似然原理$以拉格朗日乘子为优化变

量$
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$*$
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%最大值为优化目标$即可确

定出最大熵概率密度函数&比较优化公式#

C

$

"

%$

可以看出极大似然最大熵概率密度估计的优化函

数不再具有高度非线性&

==?

!

极大似然最大熵概率密度估计的优化算法及

计算机实现

!!

为了进一步解决经典型最大熵+极大似然最大

熵概率密度估计#式#

C

$

"

%%优化过程中寻优拉格朗

日乘子的初始点问题$即优化结果不理想+求解效

率低或计算不收敛等问题$本文采用逐次优化法来

求解拉格朗日乘子&
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第
#

期 吴福仙$等!极大似然最大熵概率密度估计及其优化解法



由于各阶样本原点矩
5

&

不相关(

E

)

$所以本文

的逐次优化法在寻优拉格朗日乘子时$优化函数从

低阶到高价逐次加入原点矩$并更新最大熵概率密

度公式&

下面以极大似然最大熵概率密度公式的计算

实现为例$来阐述本文提出的逐次优化步骤&设拉

格朗日乘子的个数为
;
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$设优化变量为
!

#

[

(

!

#

)$

!

#

[

(

%

)

为初始值$令
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数
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$采用单纯形优化算法

求出最优变量为
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$设优化变量为
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根据优化函数
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$采用单纯

形优化算法求出最优变量为
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%增加
(

值$如此往复$直至
([;\#

$求得

最 终 的 最 优 变 量
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得出
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%由最终的拉格朗日乘子代入式#

D

%$即可得

到最大熵概率密度公式&

极大似然最大熵概率密度估计
G

逐次优化法

的求解框图详见图
#

&

图
#

!

极大似然最大熵概率密度估计
G

逐次优化计算

框图
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积分区间变换

利用极大似然最大熵概率密度估计
G

逐次优

化法 寻 优 拉 格 朗 日 乘 子 时$需 计 算
!
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# %
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是关于积分变量
%

的

高度非线性函数$计算时会出现溢出现象$导致计

算失败&

为此$文献(

C

)提出将
%

的积分区间线性变换

到(

%

$

#

)$求出变换后的拉格朗日系数
!

"

$由变换

前后拉格朗日乘子的关系
#

,

!

[

!

"

$计算变换前

的拉格朗日系数
!

$确定原问题的最大熵概率密度

函数&

由关系式
#

,

!

[

!

"

确定变换前的拉格朗日系

数时$需对变换矩阵
#

求逆$但变换矩阵
#

求逆有

时会出现奇异现象$导致结果不正确&为避免这种

情况$本文重新推导线性变换前后拉格朗日乘子的

关系
!
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$推导内容如下!

设原问题的积分区间为
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$线性变换为
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$则这两个积分区间表示的概率密度函

数定义如下
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根据概率论知识可知

4#

#

%

%

1

0

4$

#

%:

% #

#E

%

!!

将式#

#E

%代入式#

##

%可得

#

0

4#

#

%

%

1

5O

-
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#

(

&

1

%

!
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&

(

0

#

%
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=

%)
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&

#

#C
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!!

化简式#

#C

%可得

4#

#

%

%

1

5O

-

P

-+0

2

#

(

&

1
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&

%

7

#

2

=

%

&

2
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7

#

#&

%

!!

将式#

#%

$

#&

%进行对比可得

!

H
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$
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利用式#

#Z

%即可避免变换矩阵的求逆运算$克

服计算溢出现象&至此极大似然最大熵概率密度

估计步骤如下!

#

#

%将随机子样数据进行线性变换成
%:

'

#

$

%设拉格朗日乘子个数为
;

$求出
%:

的
;\

#

阶原点矩
5

&

#

&[#

$

$

$*$

;\#

%'

#

D

%运用极大似然最大熵概率密度估计
G

逐次

寻优方法计算线性变换后的拉格朗日乘子(

!

:

%

$

!

:

#

$

*$

!

:

(

)'

#

!

%由式#

#Z

%求出线性变换前的拉格朗日乘子

(

!

%

$

!

#

$*$

!

(

)'

#

E

%由式#

D

%得到原问题的极大似然最大熵概

率密度公式&

>

!

算例分析与讨论

>==

!

极大似然最大熵概率密度估计法对常见概率

分布类型的计算分析

!!

通过
!

种常见的分布类型#威布尔分布$对数

正态分布$正态分布$

],KK,

分布%验证极大似然

最大熵概率估计法的通用性&

利用
R(+75T,*-(

方法生成
#%%%

个随机样

本$样本分别服从威布尔分布
!

#

#%

$

E

$

Z

%#形状参

数为
#%

$位置参数为
E

$尺度参数为
Z

%$对数正态

分布
S(

2

*

#

!

$

%=E

%#对数期望为
!

$对数标准差为

%=E

%$正态分布
*

#

$%

$

#

%#期望为
$%

$标准差为
#

%$

],KK,

分布
@

#

D

$

!

%#形状参数为
D

$尺度参数为
!

%&

基于随机样本的前
C

阶原点矩$应用极大似然

最大熵概率密度估计法
G

逐次优化法寻优拉格朗

日乘子$获得极大似然最大熵概率密度函数&极大

似然最大熵概率密度曲线与理论概率密度曲线对

比见图
$

&

图
$

显示在大样本情况下针对常见的概率分

布类型$极大似然最大熵概率密度函数曲线与理论

概率密度曲线十分吻合$表明极大似然最大熵概率

估计法
G

逐次优化法较强的通用性及概率密度函

数公式的统一性#即服从不同分布类型的随机变量

可由不同拉格朗日乘子的最大熵概率密度函数表

示%&

图
$

!

!

种常见概率分布类型的极大似然最大熵概率密

度曲线与理论概率密度曲线对比

>1

2

=$

!

T(K

P

,*16(+(..()*:(KK(+

P

*(?,?1-17

8

M167*1?)

F

71(+?57L55+7V5(*571:,-,+MRSJK,O1K)K5+

F

7*(

P8

U@>:)*456

>=>

!

极大似然最大熵与经典型最大熵概率密度估

计法计算精度对比

!!

利用
R(+75T,*-(

方法生成
#%%%

个随机样

本$样本分别服从对数正态分布
S(

2

*

#

!

$

%=E

%#对

数期望为
!

$对数标准差为
%=E

%$威布尔分布
!

#

#%

$

E

$

Z

%#形状参数为
#%

$位置参数为
E

$尺度参数

为
Z

%'其他分布类型具有相似的结论$在此不一一

阐述&

基于随机样本前
C

阶原点矩$将极大似然最大

熵概率密度估计法+经典型最大熵概率密度估计法

分别与拟牛顿法+逐次优化法组合$计算随机变量

的概率密度函数&表
#

列出不同方法组合计算的

概率密度函数均方根误差$图
D

显示基于不同方法

组合的概率密度曲线与理论概率密度曲线的对比&

均方根误差的计算公式如下

^R_J

1

#

(

#

(

&

1

#

A

%

&

2

%

&

%

# %

&槡
$

#

#"

%
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第
#

期 吴福仙$等!极大似然最大熵概率密度估计及其优化解法



式中!

A

%

&

表示第
&

个理论值
%

&

对应的估计值'

(

表

示比较点的个数&

表
=

!

不同方法组合产生的概率密度函数均方根误差

A&5B=

!

C.D!'-

+

2'5&5$6$#

3

)8("$#

3

-1(:#$'(:&1"8)5

3

)$--828(#%8#E'):'%5$(&#$'("

分布

极大似然

G

逐次

优化法

极大

似然
G

拟牛顿法

经典型

G

逐次

优化法

经典型
G

拟牛顿法

威布尔分布
%=%%%&C"%=%%#Z"E%=%%!$#&%=%##$%C

对数正态分布
%=%%%Z%E%=%%$%!"%=%%$&CZ%=%%EE#%

图
D

!

不同方法组合的概率密度曲线对比

>1

2

=D

!

T(K

P

,*16(+,K(+

2P

*(?,?1-17

8

M5+617

8

:)*456

?,65M(+M1..5*5+7K57V(M:(K?1+,71(+6

!!

表
#

和图
D

结果表明!对于相同的最大熵概率

密度估计方法$逐次优化法计算精度优于拟牛顿

法&对于相同的优化方法$极大似然最大熵概率密

度估计法优于经典型最大熵概率密度估计法&方

法组合的计算精度从高到低的排列顺序为!极大似

然
G

逐次优化法+极大似然
G

拟牛顿法+经典型
G

逐次优化法+经典型
G

拟牛顿法&

变量服从威布尔分布时$

!

种方法组合计算的

概率密度曲线与理论概率密度曲线吻合较好&但

当变量服从对数正态分布时$图
D

可以明显看出不

同方法组合计算的概率密度曲线偏离理论概率密

度曲线的误差各不相同&分析其原因如下!#

#

%经

典型
G

拟牛顿法计算精度最差&由于拟牛顿法的

局限性同时拉格朗日优化函数的高度非线性$计算

精度对于初始点的选择较敏感$文中由于初始点选

择不合理$导致优化结果不收敛&#

$

%逐次优化法

克服了拟牛顿法受初始点选择的影响$避免优化结

果不收敛$使经典型
G

逐次优化法较经典型
G

拟牛

顿法具有更高的计算精度&#

D

%极大似然估计法简

化了拉格朗日优化函数$寻优过程不再高度非线

性$较经典型估计法更易获得优化函数的最优解&

>=?

!

最大熵概率密度估计法在可靠性问题中的

应用

!!

在工程实践中$研究对象的属性#如结构疲劳

寿命$应力强度%一般具有分散性$工程设计中将其

视为随机变量&利用最大熵概率密度估计法可方

便地计算出给定属性值对应的可靠度&基于最大

熵概率密度估计法的可靠度公式为

3

#

B

%

1

#

2

"

B

2`

5O

P2

#

(

&

1

%

!

&

%

# %

&

M%

#

$%

%

!!

利用
R(+75T,*-(

方法生成
#%%%

个随机样

本$样本分别服从威布尔分布
!

#

#%

$

E

$

Z

%#形状参

数为
#%

$位置参数为
E

$尺度参数为
Z

%$对数正态

分布
S(

2

*

#

!

$

%=E

%#对数期望为
!

$对数标准差为

%=E

%&其他分布类型$如正态分布$

],KK,

分布

得到的结论相似$在此不一一阐述&基于样本的前

C

阶原点矩$应用最大熵概率密度估计法计算随机

变量的可靠度函数&图
!

显示了不同方法组合计

算的可靠度函数曲线与理论可靠度函数曲线的对

比&表
$

列出了不同方法组合计算的可靠度函数

均方根误差$均方根误差公式见式#

#"

%&

图
!

!

不同方法组合的可靠度曲线对比
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表
>

!

不同方法组合的可靠度估计均方根误差

A&5B>

!

C.D!'-286$&5$6$#

3

8"#$%&#$'(5&"8)'()$--828(#

%8#E'):'%5$(&#$'("

分布

极大似然

G

逐次

优化法

极大

似然
G

拟牛顿法

经典型

G

逐次

优化法

经典型
G

拟牛顿法

威布尔分布
%=%%##C#%=%%#EDD%=%%#&C$%=%%C#DD

对数正态分布
%=%%Z!"!%=%DD&C%%=%!C#&D%=#$%D!!

!!

图
!

和表
$

结果表明$基于最大熵概率密度函

数可方便求出随机变量的可靠度函数&组合方法

的计算精度对比与
$=$

节结论一致$即极大似然最

大熵概率密度估计法优于经典型最大熵概率密度

估计法$逐次优化法优于拟牛顿法&

!

种方法组合

中极大似然
G

逐次优化法的计算精度最高&

图
!

显示
!

种方法组合计算威布尔分布的可

靠度函数曲线与理论可靠度函数曲线较为吻合&

但计算对数正态分布时$经典型
G

拟牛顿法由于初

始点选择不合理及优化函数高度非线性$使计算的

可靠度曲线与理论可靠度曲线偏离较远&

?

!

结
!!

论

#

#

%基于最大似然原理推导了拉格朗日优化函

数的简化形式$提出了最大似然概率密度估计法&

相比经典最大熵概率密度估计法$最大熵概率密度

估计法优化函数表达式简单$非线性程度低$计算

精度更高&

#

$

%本文提出的逐次优化法将高维拉格朗日优

化问题转化为一系列低维拉格朗日优化问题&在

取得低维优化问题最优解的基础上$逐次增加拉格

朗日乘子数目$有效地避开初始点选择问题$与拟

牛顿法相比$优化过程更易收敛$计算精度更高&

#

D

%针对求解拉格朗日乘子时变换矩阵求逆导

致的奇异现象$本文重新推导了线性变换前后拉格

朗日乘子的关系式$避免矩阵求逆运算$提高寻优

过程中的稳定性&

#

!

%算例结果对比表明!

!

组方法组合中$极大

似然最大熵
G

逐次优化法计算精度最高$稳定性

最好&
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