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摩擦因数时变的节点外啮合齿轮系动力学分析
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摘要!以外啮合节点后啮合单级齿轮传动系统为研究对象!建立了系统六自由度非线性动力学模型!考虑了时变

啮合刚度"时变齿面摩擦"载荷在啮合区动态分配以及齿侧间隙的影响#采用能量法计算了时变啮合刚度#基

于弹流润滑$
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%理论计算了时变摩擦因数!与库伦摩擦模型进行了对比分

析!得到了齿轮副非线性振动方程!同时采用数值方法求解了系统的动力学微分方程组!得到了系统的时域动态

响应和相图!并分析了系统的动力学特性#
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节点外啮合齿轮传动作为一种新的啮合方式$

由于能够避免齿轮传动在啮合过程中经过节点时

的摩擦力换向$故在近几年来$成为研究齿轮减振

降噪领域的热议话题&文献(

&

)表明$齿轮的啮合

刚度和传递误差是引起激励的主要原因$但是齿面

摩擦力会引起齿轮沿垂直于啮合线方向的振动并

形成扭转力矩制约齿轮的扭转振动$因此$正确计

算出齿面摩擦力显得尤为重要&



针对齿面摩擦的研究$

<5-5T

等(

$

)基于库伦摩

擦模型研究了低速重载时齿面摩擦对齿轮系统振

动的影响&

<,16E

8

,

和
I()65*

(

AC!

)建立了考虑摩

擦和时变刚度的六自由度系统$利用数值仿真方法

研究了摩擦对齿轮系统动态性能的影响&

I5

等(

BC#

)计入实际时变刚度$比较了不同摩擦因数的

多个齿面润滑模型&李发家等(

L

)采用集中质量法$

考虑时变啮合刚度及齿侧间隙$建立了行星齿轮系

非线性动力学模型$并采用
Q)+

2

5

C

Z)77,

法求解了

系统的响应*相图*频谱图和动力学均载系数&张

靖等(

"

)采用
N5+5F1:7; Z5--

8

模型对时变摩擦因

数进行分析$利用数值仿真研究了齿面粗糙度变化

对齿轮啮合力*摩擦力*轴承力以及传动误差等信

号的时频特性影响&孙永正等(

M

)研究了节点外啮

合齿轮胶合承载能力中平均摩擦因数的计算方法&

但已有文献没有针对摩擦因数时变的节点外啮合

齿轮传动动力学开展研究&

本文建立了考虑齿侧间隙及时变啮合刚度影

响的节点外啮合直齿轮传动六自由度非线性动力

学模型'采用
!

"

B

阶变步长
Q)+

2

5

C

Z)77,

法求解

了系统微分方程组$研究了库伦摩擦因数模型和基

于弹流润滑理论计算的时变摩擦因数对动态响应

结果的影响$并进行了对比分析&

B

!

节点外啮合齿轮副参数的选择

以外啮合节点后啮合单级齿轮传动系统为研

究对象$在满足中心距的条件下$以质量最小为目

标函数$以齿数*模数*压力角和变位系数为设计变

量$进行节点外齿轮副参数的优化设计&以下列
#

个要求为限制条件!#

&

%节点外系数
"

%

'#

$

%

重合度
"

&

'#

A

%齿顶厚
3

"

"

#

%=$B

"

%=!

%

4

2

#

4

2

为

大小齿轮模数%'#

!

%保证啮合时不干涉'#

B

%保证加

工不发生干涉'#

#

%满足强度要求&通过优化程序

进行参数设计$最终得出满足要求的节点外啮合齿

轮参数$见表
&

&

C

!

动力学模型的建立

CDB

!

节点外啮合直齿轮啮合过程分析

!!

图
&

为重合度大于
&

但小于
$

的齿轮啮合状

态和受力分析示意图$主动轮在扭矩
5

R

作用下绕

轴心
6

R

顺时针旋转$从动齿轮扭矩为
5

2

$绕轴心

6

2

逆时针旋转&在啮合线方向上$

7

&

$

7

$

分别为

理论啮合线与主动*从动齿轮的切点$

!

$

!

&

为实际

啮合线长度$

!

&

为主动轮齿顶圆与啮合线的交点$

!

$

为从动轮齿顶圆与啮合线的交点&齿轮副在

!!!!!

表
B

!

节点外啮合齿轮参数

<$@DB

!
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7

0$1*
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参数 参数值

小齿轮模数
4

&

"

GG $="%!%

大齿轮模数
4

$

"

GG

$=#M&B

小齿轮齿数
8

&

A%

大齿轮齿数
8

$

A#

小齿轮压力角
!

&

"#

\

%

$B="$#"

大齿轮压力角
!

$

"#

\

%

$%=A$BM

小齿轮变位系数
1

&

%=L#%#

大齿轮变位系数
1

$

]%=#%MB

齿顶高系数
*,

#

%="

顶隙系数
9

#

%=A

齿宽
!:

"

GG $%

实际中心距
";

"

GG M&=B

节点外系数
%=&#L

!

$

进入啮合$主动轮齿根推动从动轮齿顶进行顺

时针旋转$由图
&

中可看出$实际啮合线在节点的

一侧$没有通过节点&对主动轮进行受力分析$轮

齿
&

受正压力
7

R

&

$轮齿
$

受正压力
7

R

$

$同时轮齿

受到垂直于啮合线方向摩擦力的作用$由于该齿轮

副是节点外啮合齿轮副$故摩擦力不换向$主动轮

摩擦力指向齿顶$从动轮摩擦力指向齿根&摩擦力

相对于轴心
6

R

的力臂分别为
$

R

&

和
$

R

$

&

图
&

!

节点外啮合齿轮受力分析图
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六自由度动力学模型

为了研究齿面啮合力和齿面摩擦力的综合影

响$利用集中参数法建立如图
$

所示的系统动力学

模型$模型具有主*从动齿轮
<

*

,

平移和旋转的
#

个自由度&

图中
=

42
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2_&

$

$

%分别为第
2

对齿轮的啮

合刚度和阻尼$

=

.

1

$
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1
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分别为主*被动

齿轮轴承的支承刚度$

9

.

1

$

9

.&
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9
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1

$

9

+&

分别为对应

的阻尼$

%

#

>

%为齿轮误差$对齿轮振动影响较大的

误差有!基节误差*齿形误差*齿距误差*齿距累积
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图
$

!

六自由度动力学模型
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+,G1:G(F5-

误差*波形误差*压力角误差*齿向误差和齿频误差

等$在实际分析中$一般仅考虑齿轮的偏心误差和

齿频误差&故在进行动力学分析时$将误差用简谐

函数表示为
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式中!
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%为误差'
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为啮合频率'
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为误差的幅

值'
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为误差的初相位&

为了准确描述啮合位置和啮合状态$首先需要

对各段啮合线长度进行求解$由图
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为主动轮分度圆压力角'

$

为

重合度'

4
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为主动轮模数&

建立主*被动齿轮
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向平移和旋转的动力

学控制方程

4

R

F

1

&

A

9

R

1

G

1

&

A

=

R

1

1

&

? E

0

R

&

#

>

%

E

0

R

$

#

>

%

4

R

F

&&

A

9

R&

G

&&

A

=

R&

&&

? E

7

R

&

#

>

%

E

7

R

$

#

>

%

H

R

F

%

R

?

5

R

E

7

R

&

#

>

%

-

R

E

7

R

$

#

>

%

-

R

E

0

R

&

#

>

%

$

R

&

E

0

R

$

#

>

%

$

R

$

4

2

F

1

$

A

9

2

1

G

1

$

A

=

2

1

1

$

?

0

2

&

#

>

%

A

0

2

$

#

>

%

4

2

F

&$

A

9

2&

G

&$

A

=

2&

&$

?

7

2

&

#

>

%

A

7

2

$

#

>

%

H

2

F

%

2

? E

5

2

A

7

2

&

#

>

%

-

2

A

7

2

$

#

>

%

-

2

A

0

2

&

#

>

%

$

2

&

A

0

2

$

#

>

%

$

2

$

%

&

$

#

A

%

式中摩擦力臂可以基于啮合线定义为

$

R

&

#

>

%

?

/

R

&

(

G(F

#

-

R

"

R

>

$

B

H

%)

$

R

$

#

>

%

?

/

R

$

(

G(F

#

-

R

"

R

>

$

B

H

%)

$

2

&

#

>

%

?

#

-

R

A

-

2

%

7,+

!

D

E

$

R

&

#

>

%

$

2

$

#

>

%

?

#

-

R

A

-

2

%

7,+

!

D

E

$

R

$

#

>

$

%

&

%

#

!

%

/

R

&

?

7

&

!

$

A

-

R

"

R

>

!!!!

>

'

B

H

"

-

R

"

R

%

+ 其他

/

R

$

?

7

&

!

$

A

!

$

@

A

-

R

"

R

>

!

>

'

!

$

!

"

-

R

"

R

%

+

$

%

&

其他

#

B

%

CDF

!

时变啮合刚度的计算

齿轮啮合刚度的计算是齿轮系统强度和动力

学研究的重要组成部分$其计算结果直接影响齿轮

动态特性计算的准确性&故对单个轮齿刚度进行

分析时$将单个轮齿简化为非均匀悬臂梁模型$采

用能量法(

&%

)对单个轮齿的刚度进行计算$轮齿中

心关于通过齿顶中心和齿轮圆心的直线对称$轮齿

的有效接触部分沿对称轴线被分为一系列长方形

微单元$计算微单元在法向载荷作用下的轮齿变

形*基体变形$进而求出单个轮齿的刚度$然后将轮

齿的齿廓和轮体离散为多个离散的微单元$求解齿

轮上各个点的变形$沿着齿廓的啮合线进行积分$

得到在载荷作用下齿轮的变形和刚度$如图
A

所示&

图
A

!

时变啮合刚度

S1

2

=A

!

K1G5

C

4,*

8

1+

2

G56E1+

2

671..+566

CDG

!

摩擦因数的计算

摩擦因数大小与轮齿的几何形貌*齿面的表面

粗糙度*轮齿的相对滑动速度*齿面间的接触应力

及系统的润滑情况等因素相关$故欲准确地预测齿

面间的摩擦因数较为困难&目前$研究齿面摩擦因

数的模型主要包括!库伦摩擦模型*

N):X1+

2

E,G

经验公式(

&&

)

*

N5+5F1:7; Z5--

8

和基于弹流润滑理

论摩擦因数的计算模型&

本文主要针对库伦摩擦模型和基于弹流润滑

理论摩擦因数模型进行讨论&

L&"

第
#

期
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$=!=&

!

库伦摩擦模型

库伦摩擦模型计算公式为

&

#

>

%

?

'

%

'

#

>

% #

#

%

式中!

'

#

>

%为齿面摩擦力方向系数$当主动轮齿面

摩擦力与
<

轴负方向一致时$

'

#

>

%为
&

$其方向在

经过节点位置发生改变$因节点外实际啮合线不过

节点$故
'

#

>

%为恒值
&

'

&

%

为摩擦因数的幅值$即平

均摩擦因数&航空标准(

&$

)中$根据实际试验结果

综合而成的任意啮合点
=

处的摩擦因数经验公

式为

&

=

?

%I&$

#

J

>

-

"

(

4

K

(

=

)

*5F

$

=

%

%I$B

#

L

%

!!

将式#

L

%中任意点
=

处的参数换成节点
B

处

的参数即可得到节点处的摩擦因数

&

B

?

%I&$

#

J

>

-

"

(

4

K

(

B

)

*5F

$

B

%

%I$B

#

"

%

式中!

-

"

为渐开线齿形方向上齿面粗糙度的算术

平均值'

J

>

为单位齿宽切向载荷'

(

G

为润滑油在

本体温度时的动力黏度$

*

+

B

为主*从动齿轮在节点

B

处切向速度之和$

)

L5F

$

B

为齿轮啮合副在节点
B

处的综合曲率半径&标准中即以
&

B

代替平均摩擦

因数$即
&

%

&

$=!=$

!

基于弹流润滑理论摩擦因数计算模型

由
)̀

(

&A

)提出的基于弹流润滑理论的摩擦因

数计算模型表达式为

&

#

>

%

?

5

M

#

3-

$

B*

$

K

%

$

3

,4

2

%

B

:$

*

3-

:A

N

:#

%

K

:L

%

-

:"

#

M

%

式中
M

#

3-

$

B

*

$

K

%

$

3

,4

2

%可由式#

M

%求得

M

#

3-

$

B

*

$

K

%

$

3

,4

2

%

?

:

&

A

:

!

3- B

*

-(

2

&%

#

K

%

%

A

:

B

5

E

3- B

*

-(

2

&%

#

K

%

%

A

:

M

5

3,4

2

#

&%

%

式中
:

&

$

:

$

$,$

:

M

的值依次在表
$

中给出&

表
C

!

-HI

摩擦因数计算模型中参数赋值

<$@DC

!

:$1$%0/01*+,-HI,1&'/&+#'+0,,&'&0#/%+90)

参数
:

&

:

$

:

A

参数值
]"=M&#! &=%AA% &=%A#%

参数
:

!

:

B

:

#

参数值
]%=AB!% $="&$% ]%=&%%#

参数
:

L

:

"

:

M

参数值
%=LB$L ]%=AM%M %=#$%A

其中滑滚比为

3-

?

N

O

N

%

?

$N

O

N

L

?

$N

&

E

N

$

N

&

A

N

$

N

O

?

N

&

E

N

$

N

%

?

#

N

&

A

N

$

%"

$

N

L

?

#

N

&

A

N

$

% #

&&

%

式中!

N

O

$

N

L

分别为两个接触齿面的相对滑动速度

和相对滚动速度'

N

&

$

N

$

分别为主*从动轮啮合点

的瞬时速度&

N

&

?"

R

)

R

?"

R

C

#

O

A

7

&

!

$

%

N

$

?"

2

)

2

?"

2

C

#

7

&

7

$

E

O

E

7

&

!

$

+

%

#

&$

%

式中!

)

R

$

)

2

分别为主动轮*从动轮的曲率半径$

O

为啮合点距实际啮合起点的距离&

最大赫兹接触应力

B

*

?

JaPa

$

#槡-

#

&A

%

式中
J;

为轮齿的单位法向载荷&综合弹性模量为

P;

?

$

#

&

E

&

$

&

%

P

&

A

#

&

E

&

$

$

%

P

$

#

&!

%

式中!

P

&

$

P

$

分别为主动轮*从动轮的弹性模量'

&

&

$

&

$

分别为主动轮*从动轮的泊松比&接触点综

合曲率半径
-

为

-

?

#

-

R

7,+

!

&

A

O

%

C

#

-

2

7,+

!

$

E

O

%

-

R

7,+

!

&

A

-

2

7,+

!

$

#

&B

%

时变载荷分配情况如图
!

所示$其中
0

(

_5

R

"

-

R

&

图
!

!

时变载荷分配图

S1

2

=!

!

Q,75(.-(,F6E,*5,G(+

22

5,*7557E

齿轮接触点处的卷积速度
N

%

_N

L

"

$

$粗糙度

均方根值
3

,4

2

_%=#

$

G

&选用美孚
>KD$!C

抗磨

润滑油$相关参数如表
A

所示&

表
F

!

润滑油相关参数

<$@DF

!

:$1$%0/01*+,)J@1&'$/&#

7

+&)

密度"#

2

-

GG

]A

% 倾点"
b

闪点"
b

%="L& ]$L $$%

润滑油动力黏度
K

%

"

:c6

润滑油运动黏度
K

"

:d7

$L=! A&=B

CDK
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齿侧间隙

Q
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#

>

%

?
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#

>

%

A

-

R
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R

#

>

%
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e
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>
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#

>
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-

2

%

2

#

>

$

%

&

%

#

&#

%

定义主被动齿轮中
B

$

R

两点间的动态相对位

移差$即动传动误差为

"&"

南
!

京
!

航
!

空
!

航
!

天
!

大
!

学
!

学
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e

#

>

%

E
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e
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%
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>

%
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>

%

E
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#

>

%

A

-

R
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#
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%

E

-

2

%

2

#

>

%

E

%

#

>

%

#

&L

%

!!

由于润滑的需要以及制造*加工和安装等的误

差和使用过程中的磨损$在啮合轮齿间存在齿侧间

隙&由于齿侧间隙的存在$轮齿间的接触状态会发

生变化$导致轮齿间的接触*脱离和重复冲击$对轮

齿动载荷和齿轮系统的动态特性造成不良影响&

设齿侧间隙函数为

M

#

,

%
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式中
:

为齿侧间隙&

则齿面啮合力
7

R

*

7

2

和摩擦力
0

R

*

0

2

可以

表达为

7

.

2

#
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A
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2
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&
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$

#

&M
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式中!

&

#

>

%为时变摩擦因数$与滑滚比*粗糙度*润

滑条件和单位法向载荷等因素有关&由于该齿轮

系统是节点后啮合齿轮$不存在摩擦力改变方向$

故没有齿面摩擦力方向系数&

对式#

A

%进行消除刚体位移$考虑齿侧间隙后$

动力学方程为
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!

结果分析及讨论

运用
W,7-,H

求解库伦摩擦因数计算模型和基

于弹流润滑理论的时变摩擦因数$结果如图
B

所

示$根据式#

"

%知$平均摩擦因数综合曲率半径和切

向速度之和均取节点处的值$节点外啮合齿轮具有

不通过节点的特性$故此公式对节点外啮合齿轮不

适用$文献(

"

)表明采用弹流滑理论计算的摩擦因

数与实验值更为接近$节点处滑滚比
3-_%

$摩擦

因数为
%

$靠近节点处的滑滚比较小$摩擦因数较

小$图
B

能够表明库伦摩擦模型计算出的摩擦因数

与真实值比偏大$图中
!

点*

@

点的突变是由于单

双齿交替$单位齿宽上的载荷突变引起的&

图
B

!

库伦摩擦因数模型与
DIJ

时变摩擦因数对比

S1

2

=B

!

V(G

R

,*16(+(..*1:71(+:(5..1:15+7H57U55+V()-(GH

.*1:71(+,+FDIJ

由于式#

$%

%中各系数的数量级差异较大$故对

其进行量纲一化后$采用
!

"

B

阶变步长
Q)+

2

5

C

Z)77,

法进行求解&引入量纲一时间
-

_

"

(

>

$位移

标尺
:

9

$

:

9

取
&%

]B

G

$

"

(

_

#

S

4

"

4

5

Y

%

&

"

$

$其中!

S

4

为

平均啮合刚度$

4

5

Y

为主动轮和从动轮作用在啮合

线上的等效质量&分采用
DIJ

时变摩擦因数和

库伦摩擦因数计算模型两种情况&采用
DIJ

时

变摩擦因数计算的主*被动齿轮振动位移如图
#

所

示$采用航标平均摩擦因数计算的的主*被动齿轮

振动位移如图
L

所示&

图
#

!

采用
DIJ

时变摩擦因数的主*被动齿轮振动时域谱

S1

2

=#

!

>

8

+,G1:*56

R

(+65U17EDIJG(F5-
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图
L

!

采用库伦摩擦模型的主*被动齿轮振动时域谱

S1

2

=L

!

>

8

+,G1:*56

R

(+65U17EV()-(GH.*1:71(+G(F5-

图
"

!

不同齿侧间隙条件下沿啮合线方向相图

S1

2

="

!

cE,65F1,

2

*,G(.F1*5:71(+(.G56E

2

5,*61+

F1..5*5+7H,:X-,6E

通过图
#

和图
L

对比知$摩擦因数对齿轮啮合

沿摩擦力方向的动态特性影响较大$从振幅上看$

采用库伦摩擦因数模型计算出的主*从动轮沿摩擦

力方向的振动位移远大于运用
DIJ

时变摩擦因

数计算出的结果&文献(

&A

)表明采用弹流润滑理

论计算的摩擦因数与实验值更为接近&所以$在节

点外齿轮啮合动力学分析中$应优先采用弹流润滑

理论计算的摩擦因数&从图
"

中还可以看出$齿侧

间隙为零时$系统做单周期运动$随着齿侧间隙的

增大$系统进入混沌运动状态$但当齿侧间隙达到

!%

$

G

时$系统再次进入拟周期运动$因此齿侧间

隙是影响齿轮系统非线性的一个重要因素&故正

确计算出摩擦因数*齿侧间隙$然后对其进行动力

学求解是深入研究齿轮动态特性的关键一步&

G

!

结
!!

论

#

&

%本文以外啮合节点后啮合单级齿轮传动

系统为研究对象$建立了考虑齿面摩擦*时变啮合

刚度和齿侧间隙影响的六自由度非线性节点外啮

合直齿轮动力学模型$运用能量法求出了齿轮时变

啮合刚度&

#

$

%将弹流润滑理论中计算摩擦因数的方法

运用到计算节点外啮合时变摩擦因数中$与库伦摩

擦因数计算模型进行比较$能够得出采用
DIJ

理

论计算的时变摩擦因数更加符合实际工况&

#

A

%通过对比时变摩擦因数下和库伦摩擦因

数计算模型下节点外啮合齿轮的振动位移$得出摩

擦因数的选取对齿轮沿摩擦力方向的振动影响较

为明显$齿侧间隙使齿轮啮合的动态特性表现出的

非线性特征较为明显&
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