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具有较大零相关窗补序列集的构造
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摘要：为了降低甚至消除近似同步码分多址（Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｌｙｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚｅｄｃｏｄｅｄｉｖｉｓｉｏｎｍｕｌｔｉｐｌｅａｃｃｅｓｓ，ＡＳＣＤ

ＭＡ）系统的多径干扰和多址干扰（Ｍｕｌｔｉｐｌｅａｃｃｅｓｓｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅ，ＭＡＩ），满足系统不断增大的用户容量需要，提出

了零相关窗补序列集和零相关窗补序列集的构造方法。零相关窗补序列集比传统补序列集具有更多的序列数

目，应用到通信系统中可以支持更多的通信用户。本文基于完美序列和行正交矩阵，构造了两类具有较大零相

关窗补序列集：第一类是运用完美序列的自相关性质和行正交矩阵的正交性构造了一类最优的零相关窗补序列

集；第二类以同样的方式，构造了一类几乎最优的零相关窗补序列集。
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　　补序列集因为在信道估算、扩展谱通信等方面

的良好性质而被广泛研究，特别是随着零相关窗补

序列集的提出［１］和发展［２４］。近年来，由于（Ｑｕａｓｉ

ｓｙｎｃｈｒｏｎｏｕｓＣＤＭＡ，ＱＳＣＤＭＡ）系统中对于零相

关窗补序列集的要求，以致对于零相关窗序列集的

研究引起更多人的兴趣和注意。与传统互补序列

集相比，零相关窗补序列集可以在一定的区域内对

序列长度有着更少的限制，并且有理想的周期自相

关性和周期互相关性。本文构造了两类具有较大

零相关窗的补序列集。



１　预备知识

首先给出问题中需要的一些概念的定义：

设犪＝ 犪０，…，犪 犖－（ ）（ ）１ ，犫＝犫０，…，犫 犖－（ ）（ ）１

为两个复数域上长度为犖 的序列。定义犪，犫互相

关函数为：犚犪，犫（）τ ＝∑
犖－１

狋＝０

（）犪狋·犫 狋＋（ ）τ ，其中０

≤τ≤犖－１，狋＋τ为模犖 的值，犫 狋＋（ ）τ 为

犫狋＋（ ）τ 的共轭。而当序列犪＝犫时，则犚犪，犪（）τ ＝

∑
犖－１

狋＝０

（）犪狋·犪 狋＋（ ）τ ，此时称为序列犪的自相关函

数，记为犚犪 。

具有良好的自相关值的序列在密码、通信方面

有着很好的应用。其中具有下面性质的序列称为

完美序列：

设犪＝犪０，…，犪 犖－（ ）（ ）１ 为一复数域上的序列，

当它的自相关值满足

犚犪（）τ ＝
犈犪 τ＝０ ｍｏｄ（ ）犖

０ τ≠０ ｍｏｄ（ ）｛ 犖
（１）

式中：犈犪＝∑
犖－１

狋＝０

犪狋
２，称为序列犪的能量。

由于完美序列的良好性质，在很多研究方向都

有很好的应用［５７］，所以对于完美序列的构造也成

为很多人关心的问题。

例１　二次单位根序列犪＝ １，１，１，－（ ）１ 为

一完美序列。

下面给出行正交矩阵的定义：

设犎＝ 犺犻，［ ］犼 犕×犕 为复数域上一犕×犕 矩阵，

若它的任意两行满足∑
犕－１

犽＝０

犺犻，犽犺

犼，犽 ＝

犕 犻＝犼

０ 犻≠
｛ 犼

，则

称犎为行正交矩阵。若对犺犻犼∈犎，有 犺犻犼 ＝１，

称犎为单位模行正交矩阵。

再给出补序列集的定义：

给定一组序列集记为犃＝｛犃
０，犃１，…，犃犕－１｝，

其中任一序列犃犻∈犃，均包含犖个长度为犔的子

序列。

犃犻＝ 犃
犻
０，犃

犻
１，…，犃

犻
犖－（ ）１ ０≤犻≤犕－１

犃犻犼＝ 犪
犻
犼（）０ ，犪犻犼（）１ ，…，犪犻犼 犔－（ ）（ ）１

０≤犼≤犖－１

　　设序列犃
犿
１ ∈犃称为补序列，若它满足

犚犃犿１，犃犿１（）τ ＝∑
犖－１

犽＝０

犚犃犿１犽 ，犃
犿
１
犽
（）τ ＝

∑
犖－１

犽＝０

犈犃犿１犽 τ＝０

０ ０＜ τ ＜

烅

烄

烆 犔

（２）

犈犃犿１犽 为犃犿
１
犽 的能量。

设另一序列 犃犿２ ∈ 犃 犿１ ≠犿（ ）２ 称为序列

犃犿１ 的配对，若它满足

犚犃犿１，犃犿２（）τ ＝∑
犖－１

犽＝０

犚犃犿１犽 ，犃
犿
２
犽
（）τ ＝０　０≤τ＜犔

（３）

　　如序列集犃 中任意两个序列互为配对，则称

序列集犃为补序列集，记为ＰＣＳ。

序列 集 犃 被 称 为 零 相 关 窗 补 序 列 集

（ ）ＺＰＣＳ ，当它满足 犃
犿
１，犃犿２ ∈犃，有

犚犃犿１，犃犿２（）τ ＝∑
犖－１

犽＝０

犚犃犿１犽 ，犃
犿
２
犽
（）τ ＝

０ τ ＜犣，犿１ ≠犿２

０ ０＜ τ ＜犣，犿１＝犿２

∑
犖－１

犽＝０

犈犃犿１犽 τ＝０，犿１＝犿

烅

烄

烆
２

（４）

记为 犕，（ ）犣 ＰＣＳ犔犖 ，其中犕 为序列集的元素个数，

犖 为每一元素中子序列的个数，犔为子序列的长

度，而犣称为零相关窗。

由 零 相 关 窗 补 序 列 界 理 论［８］ 知，对 一

犕，（ ）犣 ＰＣＳ犔犖 ，有犕 ≤犖·
犔
犣

。且当等号成立

时，犕，（ ）犣 ＰＣＳ犔犖 称为最优零相关窗补序列集。

２　零相关窗补序列集的构造

定理１　设序列犪＝ 犪０，…，犪 犖－（ ）（ ）１ 为长度

为犖 的完美序列，犎＝ 犺犻，［ ］犼 犕×犕 为复数域上犕×

犕 单位模行正交矩阵，对 犺犻犼 ∈犎，有 犺犻犼 ＝１，

取整数犕２，令犕＝犕１犕２，且ｇｃｄ犖，犕（ ）１ ＝１，则下

列构造的序列集犃＝ 犃０，犃１，…犃犕－｛ ｝１ 为零相关

窗犖 的补序列集。记为 犕，（ ）犖 ＰＣＳ犖犕１犕
２
。其中

犃犿＝ 犃
犿
０，犃

犿
１，…，犃

犿
犕
２－

｛ ｝１ 　０≤犿≤犕－１

犃犿犽 ＝ 犃
犿
犽（）０ ，犃犿犽（）１ ，…，犃犿犽 犖犕１－（ ）（ ）１

０≤犽≤犕２－１

犃犿犽（）狋 ＝犪狋ｍｏｄ（ ）犖 ·犺犿，犵 犽，（ ）狋 　０ ≤狋≤

犖犕１－１，犵狓，（ ）狔 为双射。

其中

狓∈
犣
犕２犣

＝ ０，１，…，犕２－｛ ｝１

狔∈
犣
犕１犣

＝ ０，１，…，犕１－｛ ｝１

狕∈
犣
犕犣

＝ ０，１，…，犕－｛ ｝１

双射犵：狓，（ ）狔
犵 狓，（ ）狔 ｍｏｄ（）

→
犕
狕
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　　证明　设定犃
犿
１，犃犿２ ∈犃，两序列的互相关

值为

犚犃犿１，犃犿２（）τ ＝∑

犕
２－１

犽＝０

犚犃犿１犽 ，犃
犿
２
犽
（）τ ＝

∑

犕
２－１

犽＝０
∑

犖犕
１－１

狋＝０

犪狋ｍｏｄ（ ）犖 ·犺犿
１
，犵 犽，（ ）狋 ·

犪 狋＋（ ）τ ｍｏｄ（ ）犖 ·犺犿
２
，犵 犽，狋＋（ ）τ

　　令狋＝狋１犕１＋狋２　０≤狋１≤犖－１，０≤狋２ ≤

犕１－１。

有犚犃犿１，犃犿２（）τ ＝

∑

犕
２－１

犽＝０
∑

犕
１－１

狋
２＝０
∑
犖－１

狋
１＝０

犪 （狋１犕１＋狋２（ ）ｍｏｄ ）犖 ·犺犿
１
，犵 犽，狋（ ）

２
·

犪 （狋１犕１（ ＋狋２＋τ）ｂｍｏｄ ）犖 ·犺犿
２
，犵 犽，狋

２＋
（ ）τ

ｇｃｄ犖，犕（ ）１ ＝１，则当狋１ 取遍０到犖－１时，

狋１犕１＋狋２，狋１犕１＋狋２＋τ也取遍０到犖－１。

犚犃犿１，犃犿２（）τ ＝

∑
犖－１

狋
１＝０

犪狋１ ｍｏｄ（ ）犖 ·犪 狋１＋（ ）τ ｍｏｄ（ ）犖 ·

∑

犕
２－１

犽＝０
∑

犕
１－１

狋
２

犺犿
１
，犵 犽，，狋（ ）

２
犺犿

２
，犵 犽，狋

２＋
（ ）τ ＝

犚犪τｍｏｄ（ ）犖 ·∑

犕
２－１

犽＝０
∑

犕
１－１

狋
２

犺犿
１
，犵 犽，，狋（ ）

２
·

犺犿
２
，犵 犽，狋

２＋
（ ）τ （５）

分析式（５）有

（１）当犿１＝犿２，τ＝０，犚犃犿１，犃犿２（）τ ＝犚犪（）０ ·

∑

犕
２－１

犽＝０
∑

犕
１－１

狋
２

犺犿
１
，犵 犽，，狋（ ）

２
犺犿

１
，犵 犽，狋（ ）

２
＝犕犈犪（由行正交矩

阵定义和双射犵的定义可得）。

而 犈犃犿犽 ＝ ∑

犖犕
１

狋＝０

犪狋ｍｏｄ（ ）犖 ·犺犿，犵 犽，（ ）狋
２
＝

∑

犖犕
１－１

狋＝０

犪狋ｍｏｄ（ ）犖 ２· 犺犿，犵 犽，（ ）狋
２，又因为对于

犺犻犼 ∈犎，有 犺犻犼 ＝１，所以有犈犃犿犽 ＝犕１犈犪 ，可知

犈犃犿犽 为 一 常 数。 同 时 也 就 可 以 得 到 等 式

犚犃犿１，犃犿２（）τ ＝犕犈犪＝犕２犈犃犿１犽 ，符合定义。

（２）当犿１ ≠犿２，τ＝０，由行正交矩阵性质知，

式（５）等于０。

（３）当０＜τ≤犖－１，由完美序列性质知，式

（５）等于０。

综上可得，犚犃犿１，犃犿２（）τ ＝∑

犕
２－１

犽＝０

犚犃犿１犽 ，犃
犿
２
犽
（）τ ＝

０ τ ＜犖，犿１ ≠犿２

０ ０＜ τ ＜犖，犿１＝犿２

∑

犕
２－１

犽＝０

犈犃犿１犽 ＝犕２犈犃
犿
１
犽
τ＝０，犿１＝犿

烅

烄

烆
２

所以犃为 犕，（ ）犖 ＰＣＳ犖犕１犕
２
。

由于犕＝犕２·
犖犕１

犖
，知该序列集最优。

例２　设定完美序列犪＝（＋，０＋，０，０，－，＋），

其中“＋”代表１，“－”代表－１，犖＝７，再取８阶

Ｈａｄａｍａｒｄ矩阵犎

犎＝
犜 犜

犜 －［ ］犜 　犜＝

１ １ １ １

１ １ －１ －１

１ －１ １ －１

１ －１ －

熿

燀

燄

燅１ １

设 犕１ ＝２，犕２ ＝４，犵犽，（ ）狋 ＝２犽＋狋，犽∈
犣
４犣
＝

０，１，２，｛ ｝３ ，狋∈
犣
２犣
＝ ０，｛ ｝１

则由定理１可构造一个 （８，７）ＰＣＳ１４４

｛（＋０＋００－＋＋０＋００－＋；＋０＋００－＋＋０＋

００－＋；＋０＋００－＋＋０＋００－＋；＋０＋００－＋

＋０＋００－＋）（＋０＋００－＋＋０＋００－＋；＋０＋

００－＋＋０＋００－＋；－０－００＋－－０－００＋－；

－０－００＋－－０－００＋－）（＋０＋００＋＋－０－

００－－；＋０＋００＋＋－０－００－－；＋０＋００＋＋

－０－００－－；＋０＋００＋＋－０－００－－）（＋０＋

００＋＋－０－００－－；－０－００－－＋０＋００＋＋；

＋０＋００＋＋－０－００－－；－０－００－－＋０＋００

＋＋）（＋０＋００－＋＋０＋００－＋；－０－００＋－－

０－００＋－；＋０＋００－＋＋０＋００－＋；－０－００＋

－－０－００＋－）（＋０＋００－＋＋０＋００－＋；－０

－００＋－－０－００＋－；－０－００＋－－０－００＋

－；＋０＋００－＋＋０＋００－＋）（＋０＋００＋＋－０

－００－－；＋０＋００＋＋－０－００－－；－０－００－

－＋０＋００＋＋；－０－００－－＋０＋００＋＋）（＋０

＋００＋＋－０－００－－；－０－００－－＋０＋００＋

＋；－０－００－－＋０＋００＋＋；＋０＋００＋＋－０

－００－－）｝

易验证该序列集为ＺＰＣＳ。另外对同一完美

序列和正交矩阵，可通过定义不同的犵（犽，狋），例如

可再定义犵（犽，狋）＝犽＋４狋等得出不同的ＺＰＣＳ。

定理１是利用了完美序列和单位模行正交矩

阵很好的性质，来构造了零相关窗补序列集。下面

定理２，通过改变从完美序列和单位模行正交矩阵

的取值方式，可以得到另一类几乎最优零相关窗补

序列集。

定理２　设犎＝ 犺犻，［ ］犼 犕×犕 为复数域上一犕 ×

犕 单位模行正交矩阵，序列犪＝（犪０，…，犪（犖－１））为

长度犖 的完美序列，令犖＝犖１犖２，取整数犕２，令

犕＝犖１犕２，序列集犃＝ 犃
０，犃１，…，犃犕－｛ ｝１ ，其中各
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序列

犃犿＝ 犃
犿
０，犃

犿
１，…，犃

犿
犕
２－

｛ ｝１ 　０≤犿≤犕－１

犃犿犽 ＝（犃
犿
犽（０），犃

犿
犽（１），…，犃

犿
犽（犖犖１－１））

０≤犽≤犕２－１

犃犿犽（狋）＝犪（（狋 ｍｏｄ 犖１）犖２ ＋
狋
犖１

）·

犺犿，犵（犽，狋）　０≤狋≤犖犖１－１，其中犵（狓，狔）为定理

１中所述的函数，狓∈
犣
犕２犣

＝０，１，…犕２－｛ ｝１ ，狔

∈
犣
犖１犣

＝ ０，１，…犖１－｛ ｝１ ，狕 ∈
犣
犕犣

＝

０，１，…犕－｛ ｝１ ，

双射犵：（狓，狔）
犵（狓，狔）ｍｏｄ（犕

→
）
狕。

其中 狋
犖１

表示不超过 狋
犖１

的最大整数。则

可得犃为一 （犕，犖－１）ＰＣＳ
犖犖
１

犕
２
。

证明　设犃
犿
１，犃犿２ ∈犃，计算互相关值为

犚犃犿１，犃犿２（τ）＝∑

犕
２－１

犽＝０

犚犃犿１犽 ，犃
犿
２
犽
（τ）＝

∑

犕
２－１

犽＝０
∑

犖犖
１－１

狋＝０

犪（（狋ｍｏｄ犖１）犖２ ＋
狋
犖１

）·犺犿
１
，犵（犽，狋）·

犪（（（狋＋τ）ｍｏｄ犖１）犖２＋
狋＋τ
犖１

）·犺犿
２
，犵（犽，狋＋τ），现

令狋＝狋１犖１＋狋２，τ＝τ１犖１＋τ２，显然有０≤狋１，τ１≤

犖－１，０≤狋２，τ２ ≤犖１－１。则有

犚犃犿１，犃犿２（τ）＝∑

犕
２－１

犽＝０
∑

犖
１－１

狋
２＝０
∑
犖－１

狋
１＝０

犪（（狋２犖２＋狋１）ｍｏｄ犖）·

犪（ζｍｏｄ犖）·犺犿１，犵（犽，狋２）·犺

犿
２
，犵（犽，狋２＋τ２

）

其中

ζ＝ （（狋２ ＋τ２）ｍｏｄ 犖１）犖２ ＋狋１ ＋τ１ ＋

（狋２＋τ２）

犖１

因为犖＝犖１犖２，所以ζ在模犖 的情况下可以

写成

ζ＝狋２犖２＋狋１＋τ２犖２＋τ１＋
（狋２＋τ２）

犖１

　　所以犚犃犿１，犃犿２（τ）＝

犚犪（（τ１＋
狋２＋τ２
犖１

＋τ２犖２）ｍｏｄ犖）·

∑

犕
２－１

犽＝０
∑

犖
１－１

狋
２＝０

犺
犿
１
，犵（犽，狋２

）
·犺犿

２
，犵（犽，狋２＋τ２

） （６）

因为犪为完美序列，可得犚犪（（τ１＋
狋２＋τ２
犖１

＋

τ２犖２）ｍｏｄ犖）≠ ０，当 且 仅 当 τ２犖２ ＋τ１ ＋

狋２＋τ２
犖１

≡０（ｍｏｄ犖）成立，又因为０≤狋２，τ２ ≤

犖１－１，所以
狋２＋τ２
犖１

＝０或１。则可知

犚犪（（τ１＋
狋２＋τ２
犖１

＋τ２犖２）ｍｏｄ犖）≠０

成立，当且仅当上述同余式中τ２犖２＋τ１ ≡０（ｍｏｄ

犖）（记为式（ａ）），或τ２犖２＋τ１＋１≡０（ｍｏｄ犖）

（记为式（ｂ））成立。

针对τ１ 的大小，对上述分情况讨论：

（１）设０≤τ１≤犖２－２，上述同余式仅式（ａ）成

立，且此时τ１＝τ２＝０。

（证明：因为犖＝犖１犖２，式（ａ）成立当且仅当

犖２ τ１ ，式（ｂ）成立当且仅当犖２ （τ１＋１）。而０≤

τ１ ≤犖２－２，所以τ１＝０，且仅有式（ａ）成立。此时

有τ２犖２ ≡０（犖），０≤τ２ ＜犖１－１，得τ２＝０）。

所以当０＜τ１ ≤犖２－２，τ２ ≠０时，即０＜τ

＝τ１犖１＋τ２ ≤犖－犖１－１时，有

犚犪（τ１＋
狋２＋τ２
犖１

＋τ２犖２）＝０。

（２）再设τ１＝犖２－１，上述同余式仅式（ｂ）成

立，此时有τ２＝犖１－１，且狋２ ≥１。

（证明：当τ１＝犖２－１，因为犖＝犖１犖２，知仅有

式（ｂ）成立，此时τ２＝犖１－１，
狋２＋τ２
犖１

＝１，狋２≥１）。

所以当τ１＝犖２－１，τ２ ≠犖１－１时，即

犖－犖１ ≤τ＝τ１犖１＋τ２ ≤犖－２时，有

犚犪（τ１＋
狋２＋τ２
犖１

＋τ２犖２）＝０。

综合（１，２）可知：当０＜τ＜犖－１时，

犚犪（τ１＋
狋２＋τ２
犖１

＋τ２犖２）＝０，即

犚犃犿１，犃犿２（τ）＝０

　　再分析当τ＝０时，即τ１＝τ２＝０，代入式（６）有

犚犃犿１，犃犿２（τ）＝犚犪（０）·

∑

犕
２－１

犽＝０
∑

犖
１－１

狋
２

犺犿
１
，犵（犽，狋２

）犺犿
２
，犵（犽，狋２

）＝
０ 犿１ ≠犿２

犕犈犪 犿１＝犿
烅
烄

烆 ２

　　同于定理１证明得到，当τ＝０，犿１＝犿２时，由

单位模正交矩阵性质可知犈犃犿１犽 ＝犖１犈犪 ，所以有

犚犃犿１，犃犿１（τ）＝犕犈犪＝犕２犈犃犿１犽

综上可得犚犃犿１，犃犿２（τ）＝∑

犕
２－１

犽＝０

犚犃犿１犽 ，犃
犿
２
犽
（τ）＝

０ τ ＜犖－１，犿１ ≠犿２

０ ０＜ τ ＜犖－１，犿１＝犿２

∑

犕
２－１

犽＝０

犈犃犿１犽 ＝犕２犈犃
犿
１
犽
τ＝０，犿１＝犿

烅

烄

烆
２

所以证明了该序列集 犃 为一个 （犕，犖 －

１）ＰＣＳ犖犖１犕
２
。
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因为犕２·
犖犖１

犖－１
＝犕＋１，可以看出此界与

最优界仅差１，此时称此零相关窗补序列集为几乎

最优。

例３　设定完美序列犪＝（＋－－－＋－－

－），则犖＝８，取８阶 Ｈａｄａｍａｒｄ矩阵

犎＝
犜 犜

犜 －［ ］犜 　犜＝

１ １ １ １

１ １ －１ －１

１ －１ １ －１

１ －１ －

熿

燀

燄

燅１ １

犖１＝２，犖２＝４，犕２＝４犵（犽，狋）＝犽＋４狋，

其中犽∈
犣
４犣
＝ ０，１，２，｛ ｝３ ，狋∈

犣
２犣
＝ ０，｛ ｝１ 。由定

理２可算出一个 （８，７）ＰＣＳ１６４ 。

３　结束语

本文利用了单位模行正交矩阵和完美序列的

性质，构造了两类具有较大零相关窗的补序列集。

与第一类零相关窗补序列集比较，第二类零相关窗

补序列集的构造从完美序列和单位模行正交矩阵

中的取值有所不同。并根据文献［８］中的界理论，

得出两类分别为最优和几乎最优零相关窗补序列

集。由于完美序列和正交矩阵有很多，所以由这种

方法可以构造出很多这样的零相关窗补序列集。
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