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复合材料层合梁中波的反射与透射特性

孙 虎 周 丽

（南京航空航天大学机械结构力学及控制国家重点实验室，南京，２１００１６）

摘要：基于Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论，研究了复合材料层合梁中Ｌａｍｂ波的弥散特性。推导了复合材料层合变截面梁在

截面变化处以及含半无限大脱层的复合材料层合梁在脱层尖端处反射与透射特性的解析解，从而揭示了复合材

料层合梁内Ｌａｍｂ波各模态相互耦合以及相互转化的特性。根据时间反转理论，提出了变截面梁和含脱层梁两

种模型反射与透射矩阵之间存在Ｓｔｏｋｅｓ关系。通过算例模拟结构中波的传播特性，并与文献中的数值方法进行

比较，验证了所得理论解的正确性。
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复合材料因比强度大、比刚度高、材料性能可

设计等优点，在航空航天、土木工程等领域得到了

广泛的应用。为了防止事故发生，在线实时监测复

合材料结构中的损伤是一项急切而又重要的课题，

而 Ｌａｍｂ波监测技术是监测损伤的一个快速有效

的方法［１２］
。

Ｌａｍｂ波在损伤处不仅发生反射和透射，同时

还会出现模态转换等复杂的现象［３４］
，因此单单从

信号的传播时间，峰值等参数出发，很难准确刻画

损伤的具体特征和模式。这就要求直接从结构建模

中考虑损伤特性，发展Ｌａｍｂ波在含损伤结构中传

播的理论。Ｗａｎｇ和Ｒｏｓｅ研究了各向同性的变截

面梁和含脱层梁结构中Ｌａｍｂ波的反射与透射，得

到了反射、透射系数矩阵
［５］
。Ｙｕａｎ等人对含半无限

大脱层梁中Ｌａｍｂ波的反射与透射特性进行了解

析研究，分别分析了脱层“张开”和“闭合”两种情况

下 Ｌａｍｂ波的反射和透射系数与入射系数之间的

定量关系，同时从能量的角度验证了其满足能量守



恒定律［６７］
。但是，该文只局限在各向同性材料和单

层复合材料中，有必要对实际应用中较多的复合材

料层合梁中Ｌａｍｂ波的传播特性作进一步研究。

本文以复合材料层合梁为研究对象，分析变截

面梁在截面变化处以及含半无限大脱层梁在脱层

尖端处的反射、透射系数与入射系数之间的关系，

并根据时间反转法研究反射系数与透射系数之间

的关系，为更好地应用 Ｌａｍｂ波监测技术提供参

考。

 复合材料层合梁中波的弥散关系

基于Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论，复合材料层合梁的

位移函数可以表示为

爺（牨，牫，牠）＝ 牣（牨，牠）＋ 牫犼（牨，牠）

爾（牨，牫，牠）＝ 牥（牨，牠） （１）

式中：牨为梁的中心轴；牣为沿牨轴的轴向位移；犼

为梁横截面的转角；牥为沿牫轴的横向位移。

基于Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，可得复合材料层合梁的

波动方程为

爤０牣＋爤１犼

－爛１１牣，牨牨－爜１１犼，牨牨＝０

爤０牥－爛５５（牥，牨牨＋犼，牨）＝０

爤１牣＋爤２犼

－爜１１牣，牨牨－爟１１犼，牨牨＋爛５５（牥，牨

烅

烄

烆 ＋犼）＝０

（２）

力的边界条件为

爫＝ 爛１１牣，牨＋ 爜１１犼，牨

爯＝ 爛５５（牥，牨＋ 犼）

爩＝ 爜１１牣，牨＋ 爟１１犼，

烅

烄

烆 牨

（３）

式中：爫，爯和爩分别为复合材料层合梁的轴向力，

剪 力 和 弯 矩； 爛５５ ＝ ∑
牏
∫
牫牏＋１

牫牏

犦
２
爞

５５牄ｄ牫，

爛１１ 爜１１ 爟［ ］１１ ＝ ∑
牏
∫
牫牏＋１

牫牏

爞

１１ １ 牫 牫［ ］２ 牄ｄ牫，且

爤０ 爤１ 爤［ ］２ ＝ ∑
牏
∫
牫牏＋１

牫牏

犱１ 牫 牫［ ］２ 牄ｄ牫，牫牏和牫牏＋１

分别为第牏层上下表面的牫向坐标，犦
２
＝犮

２
燉１２为横

向剪切校正系数，爞

１１和爞

５５是平面应力下复合材料

的折减刚度［８］
，犱为梁的密度。

将 梁 的 平 面 位 移 波 ［ ］牣 牥 犼 ＝

［ ］爺 爾 犑 ｅ
ｉ（牑牨－犽牠）

（其中 牑为波数，犽为角频率）

代入式（２），可得

爛１１牑
２
－爤０犽

２
０ 爜１１牑

２
－爤１犽

２

０ 爛５５牑
２
－爤０犽

２
－牏爛５５牑

爜１１牑
２
－爤１犽

２
牏爛５５牑 爟１１牑

２
－爤２犽

２
＋爛

熿

燀

燄

燅５５

爺０

爾０

犑

烅

烄

烆

烍

烌

烎０

＝

（４）

令式（４）矩阵行列式为零，得到复合材料层合

梁中波的弥散关系为

爡１牑
６
＋ 爡２牑

４
＋ 爡３牑

２
＋ 爡４＝ ０ （５）

式中：爡１＝爛１１爛５５爟１１－爛５５爜
２
１１

爡２＝［（爜
２
１１－爛１１爟１１－爛５５爟１１）爤０＋

２爛５５爜１１爤１－爛１１爛５５爤２］犽
２

爡３＝［爟１１爤
２
０－爛５５爤

２
１＋（爛１１＋爛５５）爤０爤２－

２爜１１爤０爤１］犽
４
－爛１１爛５５爤０犽

２

爡４＝－（爤
２
０爤２＋爤０爤

２
１）犽

６
＋爛５５爤

２
０犽

４
。

式（５）有３组符号相反的根，分别对应爳０，爛０和

爛１３种模态。前人研究表明爳０模态在所有频段均为

行波［９］
，爳０模态的波数必为实根，假设爳０模态的

波数为 槡± 犜，由此可将式（５）的根表示为

牑１，４ 槡＝± 犜

牑２，５＝± －
爡２＋爡１犜

２爡１
＋

爡２＋爡１犜

２爡槏 槕１

２

－
犜（爡２＋爡１犜）＋爡３

爡槡槡 １

牑３，６＝± －
爡２＋爡１犜

２爡１
－

爡２＋爡１犜

２爡槏 槕１

２

－
犜（爡２＋爡１犜）＋爡３

爡槡槡

烅

烄

烆 １

（６）

式中：牑１，牑４为爳０模态的波数；牑２，牑５为爛０模态的波

数；牑３，牑６为爛１模态的波数。爳０，爛０模态在任意频段

均为波数为实数的行波，而爛１模态在低频段波数

为纯虚数，为指数级衰减的近场波，而在频率大于

一个截断频率时，波数为实数，则为行波
［９］
。各种模

态波的群速度为牅ｇ＝ｄ犽燉ｄ牑。

式（２）的一般解可以写为

牣（牨，牠）＝∑
６

牐＝１

爲１牐牣牐ｅ
ｉ牑牐牨

牥（牨，牠）＝∑
６

牐＝１

爲２牐牣牐ｅ
ｉ牑牐牨

犼（牨，牠）＝∑
６

牐＝１

爲３牐牣牐ｅ
ｉ牑牐

烅

烄

烆
牨

（７）

式中：牐＝１和 ４时，爲１牐＝１，爲３牐＝－
爛１１牑

２
牐－爤０犽

２

爜１１牑
２
牐－爤１犽

２，

爲２牐＝
牏爛５５牑牐爲３牐

爛５５牑
２
牐－爤０犽

２；而牐＝２，３，５，６时，爲２牐＝１，爲３牐＝

爛５５牑
２
牐－爤０犽

２

牏爛５５牑牐
， 爲１牐 ＝ －

（爜１１牑
２
牐－爤１犽

２
）爲３牐

爛１１牑
２
牐－爤０犽

２ ；

牣１ 牣２ 牣［ ］３
Ｔ
，牣４ 牣５ 牣［ ］６

Ｔ分别代表入射波与

反射波系数。式（７）及下文均省略时间项ｅ
－ｉ犽牠
。

考虑铺层分别为［０１０］和［０５燉９０５］的两根梁中

波的弥散特性，材料均为ＩＭ７燉５２５０４石墨环氧复

合材 料 （爠Ｌ＝ １６８ＧＰａ，爠Ｔ＝ ９３１ＧＰａ，爢ＬＴ＝

１２３第３期 孙 虎，等：复合材料层合梁中波的反射与透射特性



５１７ＧＰａ，爢ＴＴ＝３４５ＧＰａ，犩ＬＴ＝０３３，犩ＴＴ＝０３３，

犱＝１６１０ｋｇ燉ｍ
３
），单层厚度１ｍｍ。图１与图２分别

为波数和群速度随频率的变化曲线，可以看出铺层

的变化对只跟横向剪切刚度有关的截断频率没有

影响。铺层的不同对爳０模态的波数和群速度在数

量上以及变化规律上都影响较大，而对爛０，爛１模态

的影响较小，且在高频段基本没有影响。铺层［０５燉

９０５］相对于［０１０］而言，爳０模态群速度由于纵向拉

伸刚度减少较多而下降较为明显；而横向剪切刚度

不变，爛０，爛１模态群速度虽略有下降但基本不变。

另外，不管铺层如何，３种模态在高频段的群速度

逐渐不随频率变化而改变，而是各自趋向于一个稳

定值。

图１ 波在铺层不同的梁中的波数

图２ 波在铺层不同的梁中的群速度

 反射与透射矩阵

 变截面梁

考虑如图３所示变截面梁，由式（７）可将牨＜０

处 位 移 牣１ 牥１ 犼［ ］１
Ｔ 表 示 为 入 射 波 （系 数

［ ］牃 牄 牅
Ｔ
）与反射波（系数 牃ｒ 牄ｒ 牅［ ］ｒ

Ｔ
）的叠

加；而牨＞０处位移 牣２ 牥２ 犼［ ］２
Ｔ仅是透射波（系

数 牃ｔ 牄ｔ 牅［ ］ｔ
Ｔ
）。

图３ 变截面梁中波的反射与透射

在截面变化处（牨＝０），有位移连续性条件以

及力的平衡条件为

牣１＝ 牣２， 牥１＝ 牥２， 犼１＝ 犼２

爫１＝ 爫２， 爯１＝ 爯２， 爩１＝ 爩
烅
烄

烆 ２

（８）

由式（３，８），可以得到

牃ｒ 牄ｒ 牅［ ］ｒ
Ｔ
＝ ┢３×３［ ］牃 牄 牅

Ｔ

牃ｔ 牄ｔ 牅［ ］ｔ
Ｔ
＝ ┤３×３［ ］牃 牄 牅

烅
烄

烆
Ｔ

（９）

式中┢３×３，┤３×３分别为（３×３）的反射与透射矩阵。

考虑图３中减少铺层的变截面梁材料为ＩＭ７燉

５２５０４石墨环氧复合材料，左边铺层为［０１０燉

９０１０］，右边铺层为［０５燉９０５］，左右两边单层厚度均

为０５ｍｍ。

图４～６给出了各阶模态反射和透射系数幅值

随频率的变化规律。由图４～６可以看出在截断频

率（９０和１８０ｋＨｚ）附近，反射和透射系数的幅值都

发生了突变，而高于截断频率的高频段，反射与透

射系数渐渐趋于稳定。梁左右部分截断频率不同，

说明截断频率和梁的厚度成反比。

图４，５表明爳０，爛０模态向自身模态转换的透射

系数爴１１，爴２２远高于其他系数，且向自身模态转换

的反射系数爲１１，爲２２也高于其他系数；爳０，爛０模态向

爛１模态的转换系数爲３１，爴３１和爲３２，爴３２在小于截断

频率处数值较大，但是因为是衰减波没有能量传

输，而在大于截断频率处快速衰减为零。

图４ 变截面梁爳０模态的模态转换系数

图 ６显示爛１模态反射系数爲牐３和透射系数爴牐３

（牐＝１，２，３）在截断频率处变化相当剧烈，主要是因
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图５ 变截面梁爛０模态的模态转换系数

图６ 变截面梁爛１模态的模态转换系数

为爛１模态在截断频率处经历了由衰减波向行波的

转换。在频率低于截断频率时，爛１模态转换系数的

变化很大，规律也不明显，然而由于是衰减波，没有

能量传输；而在频率大于截断频率时，除了爲１３，其

他的爛１模态转换系数均趋向于一个定值，而爲１３则

是随着频率变大单调递增，这可以解释为爛１模态

引起截面弯曲，需要一个大的纵向运动以保持截面

变化处的弯曲协调性。

 含半无限大脱层梁

考虑如图７所示一个含半无限大脱层的复合

材 料 层 合 梁，由 式 （７）可 将 牨＜ ０处 位 移

牣０ 牥０ 犼［ ］０
Ｔ表示为入射波（系数［ ］牃 牄 牅

Ｔ
）

与反射波（系数 牃ｒ 牄ｒ 牅［ ］ｒ
Ｔ
）的叠加；而牨＞０处

为损伤区域，脱层上下区域位移 牣１ 牥１ 犼［ ］１
Ｔ和

牣２ 牥２ 犼［ ］２
Ｔ 都 仅 是 透 射 波 （系 数 分 别 为

牃
（１）
ｔ 牄

（１）
ｔ 牅

（１）
［ ］ｔ

Ｔ和 牃
（２）
ｔ 牄

（２）
ｔ 牅

（２）
［ ］ｔ

Ｔ
）。

图７ 含半无限大脱层梁中波的反射与透射

在脱层尖端处（牨＝０），有位移连续性条件以

及力的平衡条件为

牥０＝ 牥１＝ 牥２，犼０＝ 犼１＝ 犼２

牣１＝ 牣０＋ 牎２犼０燉２，牣２＝ 牣０－ 牎１犼０燉２

爫０＝ 爫１＋ 爫２，爯０＝ 爯１＋ 爯２

爩０＝ 爩１＋ 爩２＋ 牎２爫１燉２－ 牎１爫２

烅

烄

烆 燉２

（１０）

式中：牎１，牎２分别为脱层上下区域的高度。

由式（３，１０）可得

牃ｒ 牄ｒ 牅［ ］ｒ
Ｔ
＝ ┢３×３［ ］牃 牄 牅

Ｔ

牃
（１）
ｔ 牄

（１）
ｔ 牅

（１）
［ ］ｔ

Ｔ
＝ ┤

（１）
３×３［ ］牃 牄 牅

Ｔ

牃
（２）
ｔ 牄

（２）
ｔ 牅

（２）
［ ］ｔ

Ｔ
＝ ┤

（２）
３×３［ ］牃 牄 牅

烅

烄

烆 Ｔ

（１１）

式中：┢３×３，┤
（１）
３×３和┤

（２）
３×３分别为（３×３）的反射与透射

矩阵。

考虑图７含脱层梁材料为ＩＭ７燉５２５０４石墨环

氧复合材料，铺层为［３０５燉６０５］，每个单层厚度

１ｍｍ，梁的右边第７层和第８层之间存在一个半无

限大脱层。

图８～１０为各模态在脱层尖端处的反射与透

射系数幅值随频率的变化，可以看出在３个截断频

率（９０，１２８和２９９ｋＨｚ）处反射与透射系数均有突

变，在大于截断频率的高频段各系数变化趋于稳

定。梁３个部分的截断频率的不同可以看出截断频

率的大小和梁的厚度有关，厚度越小，截断频率越

大。在频率小于最大截断频率２９９ｋＨｚ时，反射与

透射系数的变化随频率变化很大；在大于２９９ｋＨｚ

时，反射与透射系数均很快趋于稳定。

图８，９表明爳０，爛０模态向自身模态转换的透射

系数爴
（１）
１１，爴

（２）
１１和爴

（１）
２２，爴

（２）
２２较大：爴

（１）
１１和爴

（１）
２２，爴

（２）
２２都接

近于１；而爴
（２）
１１虽然在９０到１２８ｋＨｚ之间快速下降，

但是在高频段随着频率的变大又逐渐上升到较大

的值。爳０，爛０模态向爛１模态转换的系数爲３１，爴
（１）
３１，

爴
（２）
３１和爲３２，爴

（１）
３２，爴

（２）
３２在低于截断频率处幅值较大，

但是没有能量传输；在高于截断频率处幅值保持在

较低水平。爳０模态在高频段仍然有较多能量转化

为其他模态，而爛０模态在高频段向其他模态转换

的能力较低。

图１０表明爛１模态在截断频率９０ｋＨｚ处变化

剧烈，因为其在此频率处由衰减波向行波进行转

变。爛１模态转换系数的幅值虽然较大，但是在频率

小于截断频率时，爛１模态是衰减波，没有能量传

输；且在频率大于截断频率时，除了向爳０模态转换

的透射系数爴
（１）
１３，爴

（２）
１３外，其他转换系数都很快趋向

于一个定值。爛１模态向爳０模态转换的透射系数
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图８ 含脱层梁爳０模态的模态转换系数

图９ 含脱层梁爛０模态的模态转换系数

图１０ 含脱层梁爛１模态的模态转换系数

爴
（１）
１３，爴

（２）
１３在大于截断频率时随着频率变大持续增

大，可以解释为爛１模态引起截面弯曲，需要脱层上

下区域的梁有大的纵向运动以保持脱层尖端处的

弯曲协调性。

 ┉┄─┈关系

反射波、透射波不仅与入射波有关系，而且其

两者自身也有关系，这种关系可以由时间反转算法

反映出来。以图３所示变截面梁在截面变化处的反

射和透射为例，时间反转算法表明将反射波与透射

波经过时间反转，并沿着各自的反方向发射出去，

将会重构入射波［１０］
，见图１１（ａ）。

图１１ 变截面梁中波的时间反转

将图１１（ａ）过程分解为图１１（ｂ）：反射波经过时

间反转得到┢┕
（）并将其发送出去，经过反射和透

射得到┢·┢┕
（）和┤·┢┕

（）
（其中（·）

（）为表示

将信号时间反转，即在频域内求其共轭复数，而在

时域内作变量代换（牠）→（－牠））；透射波时间反转

得 ┤┢
（）并将其发送出去，经过反射和透射得到

┢′·┤┢
（）和┤′·┤┢

（）
（┢′和┤′分别为入射波从材

料对接处右边入射时的反射矩阵和透射矩阵）。

将图１１（ｂ）的两个过程同步并叠加，得到

┙┞
（）

［ ］
＝
┢

［ ］┤ ┢┕
（）
＋
┤′

［ ］┢′┤┢
（）
＝
┢

［ ］┤ ┢
（）
·

┙┞
（）
＋
┤′

［ ］┢′┤
（）
·┙┞

（）
（１２）

这样，可得变截面梁的Ｓｔｏｋｅｓ关系为

┢·┢
（）
＋┤′·┤

（）
＝┙， ┤·┢

（）
＋┢′·┤

（）
＝

（１３）

式（１３）反映了反射矩阵和透射矩阵之间的关

系。考虑图１１中变截面梁材料为ＩＭ７燉５２５０４石墨

环氧复合材料，截面变化处左边铺层为［０１０燉

９０１０］，右边铺层为［０５燉９０５］，单层厚度为 ０５ｍｍ。

由式（９）可得┢和┤，求共轭得┢
（）和┤

（）
；相似于

式（８）到式（９）的过程，可得┢′和┤′。经过计算显示，

对于所有的频率，式（１３）均成立。对结构参数进行

变化，重复上述过程，同样验证得到式（１３）总是成

立的。

在含半无限大脱层尖端处的反射与透射，也有

类似的Ｓｔｏｋｅｓ关系为

┢
００
３×３┢

００
３×３

（）
＋┤

１０
３×３┤

０１
３×３

（）
＋┤

２０
３×３┤

０２
３×３

（）
＝┙

┤
０１
３×３┢

００
３×３

（）
＋┢

１１
３×３┤

０１
３×３

（）
＋┢

２１
３×３┤

０２
３×３

（）
＝

┤
０２
３×３┢

００
３×３

（）
＋┢

１２
３×３┤

０１
３×３

（）
＋┢

２２
３×３┤

０２
３×３

（）

烅

烄

烆 ＝

（１４）
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式中（·）
犜犝表示入射波从图７中区域犜到区域犝的

反射或透射系数。

 结果验证

采用文献［１１］中的谱有限元法（ＳＦＥＭ）来验

证本文解析解的正确性：谱有限元法可以采用半无

限大单元来消除边界反射的影响。如图１２所示，考

虑一个无限长变截面梁，材料为ＩＭ７燉５２５０４石墨

环氧复合材料，截面变化处左边铺层为［０１０燉９０１０］，

右边铺层为［０５燉９０５］，单层厚度为０５ｍｍ。在左端

加载一个轴向力，其时间历程为中心频率为４０ｋＨｚ

的五波峰调制波。谱有限元法中，以力的加载点和

截面变化处为界，将结构划分为两个半无限大单元

和一个有限长单元，频率分辨率为４８８２８Ｈｚ，采样

点数为４０９６。

图１２ 数值仿真变截面梁中波的传播

用本文解析解求解结构响应：

（１）对时域载荷作快速Ｆｏｕｒｉｅｒ变换（ＦＦＴ）转

化到频域，并求加载后向右传播的爳０，爛０模态系数

（不考虑在４０ｋＨｚ时为衰减波的爛１模态）。加载点

左边只有向左传播的波，右边只有向右传播的波，

位移 牣０ 牥０ 犼［ ］０
Ｔ
， 牣１ 牥１ 犼［ ］１

Ｔ 分别用入射

波 系 数 牃－ 牄－ 牅［ ］－
Ｔ 与 反 射 波 系 数

牃＋ 牄＋ 牅［ ］＋
Ｔ表示。

加载点的位移连续性条件和力的平衡条件为

牣０＝牣１，牥０＝牥１，犼０＝犼１，爫０－爫１＝爫，爯０＝爯１，

爩０＝爩１ （１５）

通过式（３，１５），可以由轴向力爫求得爳０，爛０模态系

数牃＋，牄＋。

（２）爳０，爛０模态分别传播到截面变化处产生

反射和透射，由式（９）求得各自反射、透射生成相应

的爳０，爛０模态波系数，将爳０，爛０模态波叠加得到位

移的频域解，再做逆ＦＦＴ得到位移的时域解。

图１３显示传感点１横向位移的时间历程，解析

解是爳０，爛０模态入射波与其在截面变化处分别发

生反射生成相应的爳０，爛０模态波的叠加。图１４显示

传感点２横向位移的时间历程，解析解是爳０，爛０模

态入射波在截面变化处分别发生透射生成相应的

爳０，爛０模态波的叠加。解析解和谱有限元法的结果

图１３ 传感点１横向位移的时间历程

图１４ 传感点２横向位移的时间历程

几乎完全吻合，验证了本文解析解结果的正确性。

 结 论

本文基于Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论，从理论上研究

了Ｌａｍｂ波在复合材料层合梁结构中的传播特性。

（１）分析了复合材料层合梁结构中Ｌａｍｂ波的

弥散特性，与单层复合材料相比，爳０，爛０，爛１模态耦

合加剧，爳０模态群速度由于轴向刚度降低而下降，

爛０，爛１模态群速度基本不变。

（２）研究了复合材料层合变截面梁在截面变

化处以及含半无限大脱层梁在脱层尖端处的反射

与透射特性，结果表明复合材料层合梁中 爳０，爛０，

爛１模态相互耦合、相互转化，反射与透射特性更为

复杂。然而结果显示爳０，爛０模态向自身模态转换的

透射系数明显高于其他系数，爛１模态则由于需要

满足弯曲协调条件而向爳０模态转换的系数远大于

其他系数。

（３）基于时间反转理论，提出了梁中反射与透

射矩阵之间存在Ｓｔｏｋｅｓ关系的理论，表明反射与

透射系数除了与入射相关，两者本身也存在着直接

的联系。
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（４）通过算例，将本文得到的解析解结果和文

献中数值方法的结果进行比较，得到了比较一致的

结果，表明本文得到的理论结果正确，论文的方法

可以为更好地应用Ｌａｍｂ波监测技术提供理论参

考。
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