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基于乘幂伸缩因子的参数曲线自由变形

陆友太 周来水 王志国 王小平

（南京航空航天大学机电学院，南京，２１００１６）

摘要：为了改进参数曲线自由变形方法，构造了一种新的基于乘幂函数的伸缩因子，它不仅具有已有伸缩因子的

特性，还具有区域峰值性，并且变形操作对Ｂéｚｉｅｒ曲线和ＮＵＲＢＳ曲线具有封闭性。在将伸缩因子作用于待变形

曲线方程时，通过交互改变控制参数来控制曲线的形状，从而得到变形效果。实验结果表明，该方法计算简单、易

于控制，可以得到丰富的变形效果，适用于几何造型、计算机动画等领域。
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在几何造型领域，各种造型方法使得人们利用

计算机去模拟自由形状或设计新形状成为可能。而

各种形状修改和变形方法又使得这种模拟或设计

更自然、更精确逼真。此外，变形技术可独立地用来

产生更复杂的形状。整体与局部的变形方法
［１］是第

一个进入ＣＡＤ领域的变形造型技术。该方法及其

推广［２］能够进行常规变形（如弯曲、扭曲、尖角等），

但要产生任意形状是很难的。自由变形（ＦＦＤ）方

法［３］克服了上述缺点，推广
［４］被广泛用于几何造

型、计算机动画等领域，但其变形控制不灵活，变形

难以精确地达到预期效果。继承ＦＦＤ思想的轴变

形（ＡＸＤＦ）方法
［５］
、曲面控制变形方法

［６］等，不同

程度地改进了ＦＦＤ方法，增强了控制灵活性。

目前，在计算机动画等领域，曲线变形方法也

为人们所重视。所谓曲线变形其实是曲线所在空间

自身到自身的一个映射。常见的曲线变形方法实际



上是Ｂａｒｒ或Ｓｅｄｅｒｂｅｒｇ的方法的特殊应用或推广。

针对某些特殊曲线的形状修改问题，人们给出了一

些较为有效的方法，如：Ａｕ和Ｙｕｅｎ的ＮＵＲＢＳ曲

线形状修改方法［７］
，在变形的局部效果方面有其优

点，但在几何上缺乏直观，不便于用户实际操作，

ＳáｎｃｈｅｚＲｅｙｒｓ的修改技术
［８］
，操作较方便，然而难

以精确控制。总体来说，这些方法在预定或调节变

形的范围、控制变形的方向和变形的幅度、确保变

形区域的边界处的连续性或满足指定的光滑度等

方面仍有不够理想之处。

ＷａｎｇＸＰ等提出了基于伸缩因子的参数曲

线曲面自由变形方法［９１３］
，利用伸缩因子作用于待

变形曲线曲面方程，直接对变形对象实行映射，产

生变形效果。该方法在确定变形范围、变形边界处

的光滑度，在调节变形方向和变形幅度等方面有较

好的效果。但构造的伸缩因子主要基于指数函数类

和余弦函数类等超越函数，变形后的曲线曲面均为

超越曲线曲面，需利用逼近方法进行转换；并且伸

缩因子都只能在单点达到峰值，对参数曲线曲面的

自由控制变形有着较大的限制。

在文献［９１３］的研究基础之上，本文面向平面

参数曲线和空间参数曲线提出了一种新的基于乘

幂函数的伸缩因子，它不仅包含了已有伸缩因子的

优点，而且在区域上也能达到峰值，并且变形操作

对Ｂéｚｉｅｒ曲线和ＮＵＲＢＳ曲线具有封闭性。本文利

用压缩平移的方法实现了参数曲线的周期变形。

 基本几何变换

几何变换是研究对象与其图形描述间的映射

关系以及同一对象的不同图形描述间的转换。文献

［１４］对二维、三维基本几何变换进行了详细介绍，

下面对二维基本几何变换的知识作简要说明。

二维基本几何变换主要有平移、旋转、比例，以

及对称、错切等。在爭牀牁平面内，设┠（牨，牪）为原始

点，┠′（牨′，牪′）为变换后的新点。则平移变换可表示

为

牨′

［ ］牪′＝ ［］
牨

牪
＋
牠牨

牠［ ］牪
式中牠牨，牠牪表示点爮沿牀轴和牁轴的平移距离。

矩阵┤＝
牃 牄

［ ］牅 牆
则含有旋转、比例、对称、错切

等变换功能。本文只研究其缩放和错切功能，并将

矩阵┤称为伸缩矩阵。矩阵┤中牃，牆分别表示在牀

轴和牁轴方向的缩放变换系数，牄，牅分别表示在牀

轴和牁轴方向的错切变换系数。

伸缩矩阵┤的几何变换是相对坐标原点而实

现的。因此，如果需要保持物体在变形前后的相对

位置不变，则可以选取物体上的任意一点爮０（牨０，

牪０）作为固定点，结合平移变换即可实现（即先将固

定点平移到原点，然后物体相对原点作伸缩变换，

最后再将固定点平移至原始位置），变换关系可表

示为

牨′

［ ］牪′＝
牃 牄

［ ］牅 牆

牨－ 牨０

牪－ 牪［ ］０ ＋
牨０

牪［ ］０
 伸缩因子的定义及性质

定义 设牕为正整数，对于中的关于牃０对

称的区间：［牃０－牜１，牃０＋牜１］和［牃０－牜２，牃０＋牜２］，其中

０≤牜１＜牜２，令牣＝燏牠－牃０燏，作上的函数

牊（牠）＝ 牊（牠，牃０，牜１，牜２，牕）＝ 牊（牣）＝

１ 牣≤ 牜１

牜２－ 牣

牜２－ 牜槏 槕１
牣－ ２牜１＋ 牜２

牜２－ 牜槏 槕槏 槕１

牕

牜１＜ 牣≤ 牜２

０ 牣＞ 牜

烅

烄

烆 ２

则牊（牠）称为上的基本伸缩函数。

基本伸缩函数牊（牠）具有如下性质：

（１）０≤牊（牠）≤１。

（２）区间峰值性：当 牠∈［牃０－牜１，牃０＋牜１］时，

牊（牠）取最大值１；当牠［牃０－牜２，牃０＋牜２］时，牊（牠）取最

小值０。特别当牜１＝０时，牊（牠）具有单峰性。如图１所

示。

图１ 基本伸缩函数区间峰值牜２＞牜１＞０的图形

（３）牊（牠）为上的爞
∞函数。

定义 设牎∈，令爠（牠）＝爠（牠，牃０，牜１，牜２，牕，牎）

＝１＋牎牊（牠），则称爠（牠）为上带参数牕，牎的乘幂伸

缩因子。其中［牃０－牜２，牃０＋牜２］为支撑区间；［牃０－牜１，

牃０＋牜１］为峰值区间；牕为光滑指数；牎为伸缩参数。

伸缩因子爠（牠）具有如下性质：

（１）爠（牃０－牜２）＝爠（牃０＋牜２）＝１。

（２）区间峰值性：当 牠∈［牃０－牜１，牃０＋牜１］时，

爠（牠）取最大值。特别当牜１＝０时，爠（牠）具有单峰性。

（３）爠（牠）为上的爞
∞函数。

通过调整各个参数的取值，可以得到不同形状、

不同位置的伸缩因子。图２直观地显示了伸缩因子

作用的效果。其基本思想是：伸缩因子在［牃０－牜２，

牃０＋牜２］范围外恒为１，在［牃０－牜１，牃０＋牜１］范围内恒为
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１＋牎，在其他范围内不为常数，因此当伸缩因子乘以

待变曲线┺（牠）时，只在相应的范围内发生相应的变

形，而在［牃０－牜２，牃０＋牜２］范围外的部分不变。

图２ 基本伸缩因子作用的效果

 平面参数曲线的变形与控制

 简单变形

设┺（牠）＝（牨（牠），牪（牠））
Ｔ
，牠∈［牃，牄］为平面爞

牜类

曲线（牜≥１），区间［牃０－牜１，牃０＋牜１］［牃０－牜２，牃０＋

牜２］［牃，牄］，中心为 ┟′（牃０）＝（牨（牃０），牪（牃０）），令

爠牏牐（牠）＝爠（牠，牃０，牜１，牜２，牕，牎牏牐）（牏，牐＝１，２）为具有相

同支撑区间和光滑指数的伸缩因子，光滑指数牕≤牜

＋１，令

┤＝
爠１１ 爠１２－ １

爠２１－ １ 爠［ ］２２

为支撑区间［牃０－牜２，牃０＋牜２］上的伸缩矩阵。变形后

的曲线┺牆（牠）与变形前的曲线┺（牠）有如下关系

┺牆（牠）＝ ┤（┺（牠）－ ┟′）＋ ┟′ 牠∈ ［牃，牄］（１）

 周期变形

为得到平面曲线的周期变形效果，本文采用压

缩、平移的方法，将基本伸缩函数牊（牠）作如下修改。

定义  设 牕，犽为正整数，记 牃牏０＝牃０－牜２＋

（２牏－１）牜２

犽
，牜牏１＝牜１燉犽，牜牏２＝牜２燉犽，令牣牏＝燏牠－牃牏０燏，牏＝

１，２，…，犽，称函数

牊

（牠）＝ 牊


（牠，牃０，牜１，牜２，牕，犽）＝ 牊


（牣）＝

１ 牣牏≤ 牜牏１

牜牏２－ 牣牏

牜牏２－ 牜槏 槕牏１
牣牏－ ２牜牏１＋ 牜牏２

牜牏２－ 牜槏 槕槏 槕牏１

牕

牜牏１＜ 牣牏≤ 牜牏２

０ 牣牏＞ 牜

烅

烄

烆 牏２

，

为上周期为犽的伸缩函数。

令爠

（牠）＝爠


（牠，牃０，牜１，牜２，牕，牎，犽）＝１＋牎牊



（牠）（牎∈），则称爠

（牠）为上带参数牕，牎，周期为犽

的乘幂伸缩因子。其中［牃牏０－牜牏２，牃牏０＋牜牏２］为支撑区

间；［牃牏０－牜牏１，牃牏０＋牜牏１］为峰值区间；牕为光滑指数；牎

为伸缩参数，犽为周期参数。

类似式（１），将周期为犽的伸缩因子构成的伸

缩矩阵┤
作用到原曲线，得到如下关系

┺牆（牠）＝ ┤

（┺（牠）－ ┟′）＋ ┟′ 牠∈ ［牃，牄］（２）

 复杂变形

更一般的情形，设第牏（牏＝１，２，…，牑）次变形以

┟牏′为中心，爠牏为伸缩因子，伸缩矩阵为┤牏，则变形

后的曲线┺牆（牠）与变形前的曲线┺（牠）满足如下递推

关系

┺牆，牏（牠）＝ ┤牏（┺牆，牏－１（牠）－ ┟牏′）＋ ┟牏′ 牠∈ ［牃，牄］

（３）

其中┺牆，０（牠）＝┺（牠），┺牆（牠）＝┺牆，牑（牠）。特别当┟牏′＝┟′

时，┺牆（牠）与┺（牠）满足关系

┺牆（牠）＝ ∏
牑

牏＝１

┤槏 槕牏 （┺（牠）－ ┟′）＋ ┟′ 牠∈ ［牃，牄］

（４）

 变形的几何意义

令┤＝（牆牏牐）２×２，┯１，┯２为线性无关的单位向量，

记┺（牠）－┟′＝牘１┯１＋牘２┯２，则式（１）可以表示为

┺牆（牠）＝ ∑
２

牏，牐＝１

牆牏牐牘牐┯牏＋ ┟′＝∑
２

牏＝１

（∑
２

牐＝１

牆牏牐牘牐）┯牏＋

┟′＝ （┯１，┯２）┤（牘１，牘２）
Ｔ
＋ ┟′ （５）

由此可看出式（１）所定义的变形的几何含义

是：在支撑区间内，在原曲线上的每一点┺（牠）处，对

向量 ┺（牠）－┟′在仿射坐标系［┟′，┯１，┯２］下的坐标

（牘１，牘２）
Ｔ作仿射变换，变换矩阵就是伸缩矩阵┤。

此外，如果作线性变换牠＝（牜２－牣）燉（牜２－牜１），

则定义２中的伸缩因子爠（牠）可表示为

爠（牠）＝爠（牠，牃０，牜１，牜２，牕，牎）＝

１＋ 牎 牠≥ １

１＋ 牎牠
牕
（２－ 牠）

牕
０＜ 牠≤ １烅

烄

烆 １ 牠＜ ０

若待变形曲线┺（牠）为爫次Ｂéｚｉｅｒ曲线，其控制顶点

为┺牏，牏＝０，１，…，爫，在牠∈［牠１，牠２］即牠∈［０，１］范围

内，┺（牠）＝∑
爫

牏＝０

┺牏爜
爫
牏（牠）＝∑

爫

牏＝０

┺牏爜
爫
牏（牜２－ （牜２－

牜１）牠），考虑最简单的变形，则有

┕（牠）┺（牠）＝［１＋ 牎牠
牕
（２－ 牠）

牕
］燈∑

爫

牏＝０

┺牏爜
爫
牏（牠）＝

∑
爫＋２牕

牏＝０

┻牏牠
牏
＝ ∑

爫＋２牕

牏＝０

┼牏爜
爫＋２牕
牏 （牠） （６）

式（６）后两步运用了Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基可与幂基相互变

换的原理［１５］进行了转化，控制顶点┻牏，┼牏亦可通过

原控制顶点┺牏作代数运算得到，更复杂的变形可

用类似的方法处理，故变形操作对Ｂéｚｉｅｒ曲线保持

封闭。类似地，对ＮＵＲＢＳ的变形也具有封闭性。
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 变形的交互控制方法

在变形过程中，通过调控变形中心、支撑区间、

峰值区间、光滑指数和伸缩参数，可以灵活地控制

变形曲线的形状，具体控制方法如下：

（１）改变┟′，可以控制曲线的相对变形中心。

（２）改变牜１，牜２，可以控制曲线的支撑区间和峰

值区间。

（３）改变光滑指数牕，可以控制变形曲线在牠＝

牃０±牜１和牠＝牃０±牜２处的光滑性。

（４）改变伸缩参数牎牏牐（牏，牐＝１，２），可以控制曲

线的伸缩方向和调整各方向的伸缩幅度，具体如

下：

① 取牎１１＝牎≠０，牎牏牐＝０（牏，牐＝１，２且牏，牐不同时

为１），即┤＝ｄｉａｇ（爠，１），可以控制曲线沿牀轴的凹

凸变形；类似地，可以控制曲线沿牁轴的凹凸变形。

② 改变牎１１的符号，可以控制曲线沿牀轴正向

或负向变形；改变牎１１的大小，可以控制曲线沿牀轴

变形的幅度；类似地，改变牎２２的符号或大小，可以

得到沿牁轴的类似效果。

③ 改变牎１２的大小，可以得到曲线沿牀轴的剪

切效果；同理，改变牎２１的大小，可以得到沿牁轴的剪

切效果。

实际应用时，可同时改变各控制参数，以达到理

想的变形结果。还可以结合坐标系变换，以改变伸缩

变形的主方向，从而得到更加丰富的变形效果。

 应用实例

以圆┺（牠）＝（ｃｏｓ牠，ｓｉｎ牠）
Ｔ
，牠∈［０，２π］为例，演示

本文伸缩因子的实际作用效果及变形控制参数改

变时引起的变形结果的改变，变形效果如图 ３～９

所示，主要控制参数如表１所示。其中，图６进行了

坐标系变换，剪切方向为┶１＝ 槡 槡［ ］－ ２燉２， ２燉２。

表 平面参数曲线变形的控制参数取值

图号 牃０ 牜１ 牜２ 控制参数

３ π燉４，３π燉４π燉１２，０ π燉４
牎１１＝牎２２＝０３，其他 牎牏牐＝

０，牕＝２

４ π燉４ π燉２４ π燉４
牎１１＝牎２２＝０５，其他 牎牏牐＝

０，牕＝２，６

５ π燉２ π燉２４ π燉４
牎２２＝ ０５，－ ０３，其他

牎牏牐＝０，牕＝２

６ π燉４ π燉２４ π燉４
牎１１＝ 牎２２＝ ０２，牎１２＝ ０，

０５，－０５，牕＝２

７ π ０ π
牎１１ ＝ ０８，牎２２ ＝ ０４，

－０４，牕＝２

８ π π燉６ π 犽＝４，牎１１＝牎２２＝０５，牕＝２

９ π π燉６ π
犽＝２５，牕＝２，牎１１＝牎２２＝

０５

图３ 改变变形中心爭′的位置及牜１大小的变形效果

图４ 光滑指数牕对变形效果的控制

图５ 牎２２对变形方向及幅度的控制

图６ 改变牎１２得到沿牓１的剪切效果

图７ 整体变形效果
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图８ 周期变形效果（犽＝４）

图９ 周期变形效果（犽＝２５）

 空间参数曲线的自由变形

设┺（牠）＝（牨（牠），牪（牠），牫（牠））
Ｔ
，牠∈［牃，牄］为空间

爞
牜类曲线（牜≥１），区间［牃０－牜１，牃０＋牜１］［牃０－牜２，

牃０＋牜２］［牃，牄］，中心为┟′（牃０）＝（牨（牃０），牪（牃０），

牫（牃０））。设爠牏牐（牠）＝爠（牠，牃０，牜１，牜２，牕，牎牏牐）（牏，牐＝１，２，

３）为具有相同支撑区间和光滑指数的伸缩因子，光

滑指数牕≤牜＋１，则矩阵

┤＝

爠１１ 爠１２－ １ 爠１３－ １

爠２１－ １ 爠２２ 爠２３－ １

爠３１－ １ 爠３２－ １ 爠

熿

燀

燄

燅３３

为支撑区间［牃０－牜２，牃０＋牜２］上的伸缩矩阵。变形后

的曲线┺牆（牠）与变形前的曲线┺（牠）有如下关系

┺牆（牠）＝ ┤（┺（牠）－ ┟′）＋ ┟′ 牠∈ ［牃，牄］

基于乘幂伸缩因子的空间参数曲线的自由变

形方法类似于平面参数曲线，其周期变形、复杂变

形以及变形的交互控制方法此处不再赘述。

应用实例：以圆柱螺旋线┺（牠）＝（ｃｏｓ牠，ｓｉｎ牠，牠）
Ｔ

为例，演示空间参数曲线自由变形的效果如图１０～

１３所示，主要控制参数如表２所示。

表 空间参数曲线变形的控制参数值

图号 牃０ 牜１ 牜２ 控制参数

１０ １０π燉４π燉８，０π燉２ 牎３３＝０３，其他牎牏牐＝０，牕＝６

１１ １０π燉４ π燉８ π燉２
牎３３＝０４，－０１，其他 牎牏牐＝

０，牕＝６

１２ １０π燉４ π燉８ π燉２
牎３３＝０４，牎１２＝牎１３＝０１，０，

－０１，牎３３＝０１，牕＝６

１３ ６ π燉８ ５
犽＝３，牎１１＝牎２２＝牎３３＝０２，

牕＝４

图１０ 改变牜１大小的变形效果

图１１ 牎３３对变形方向及幅度的控制

图１２ 改变牎１２，牎１３得到沿牀轴的剪切效果

图１３ 周期变形效果（犽＝３）

 结束语

基于伸缩因子的参数曲线曲面自由变形方法
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无需微分再积分，无需借助平行六面体或轴线等辅

助工具，对除隐式函数表示之外的任何形式表示的

曲线曲面都适用，故更具有一般性。

本文提出的新的基于乘幂函数的伸缩因子包

含了文献［９～１３］所引入的伸缩因子的性质：能精

确控制变形范围；变形模型简单、易于操作；控制参

数具有明显几何意义，变形效果丰富；集曲线保形

与修改与变形于一身等。与现有方法比较，本文方

法具有以下优点：不仅能在单点达到峰值，而且可

以在区域上达到峰值；变形操作对 Ｂéｚｉｅｒ曲线和

ＮＵＲＢＳ具有封闭性，适用于更一般的参数曲线的

自由变形。

此外，本文只利用几何变换矩阵研究了基于伸

缩因子的伸缩变换，为使得变形效果更加丰富，可

以结合几何变换的平移、旋转功能，进一步研究曲

线曲面的平移变形和旋转变形。
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