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基于切比雪夫多项式的旋翼响应及稳定性
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（南京航空航天大学机械结构力学及控制国家重点实验室，南京，２１００１６）

摘要：根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，采用准定常气动力模型，建立直升机旋翼的有限元方程，利用移位的第一类切比雪夫

多项式计算了旋翼的周期响应。在分析周期响应的稳定性时，通过移位的第一类切比雪夫多项式的积分运算，

能够快速准确地求得旋翼系统的Ｆｌｏｑｕｅｔ转移矩阵。算例显示，本方法所得的解析周期响应与时间有限元法所

得数值解吻合良好，稳定性分析准确且无需借助 Ｈｓｕ法等数值方法，验证了将切比雪夫多项式理论引入到直升

机气弹响应研究的可行性和正确性。
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　　旋翼气动弹性响应与稳定性问题，是直升机动

力学的一个重要研究课题。旋翼动力学模型是包

含了结构、惯性和气动载荷非线性的高维时变常微

分方程组。通常采用数值积分法、时间有限元法或

谐波平衡法计算其周期响应，再利用 Ｈｓｕ法
［１］等

数值方法计算Ｆｌｏｑｕｅｔ转移矩阵，从而根据Ｆｌｏ

ｑｕｅｔ理论判断周期响应的稳定性
［２５］。然而，上述

做法也存在不足之处，例如：通过数值解难以全面

考察系统解的性质；数值积分误差会随计算时间积

累并且无法消除［６］；谐波平衡法是一种解析方法，

它避免了上述数值方法的不足，但其精度受预定谐

波项数限制，且对高阶谐波求解困难［５，７］。除此之

外，在稳定性分析中，目前采用的计算Ｆｌｏｑｕｅｔ转

移矩阵的数值方法普遍精度较低［８］。



切比雪夫多项式在数值逼近领域有着重要应

用。研究表明，利用１５到１８项移位的第一类切比

雪夫级数可以精确地逼近三角函数［９］以及高维系

统的Ｆｌｏｑｕｅｔ转移矩阵
［１０］。本文将切比雪夫多项

式理论引入到直升机旋翼气动弹性响应研究，计算

了桨叶的周期响应，并分析了所得周期响应的稳定

性。有关移位的第一类切比雪夫多项式理论，乘

法、积分算子矩阵的取值，详见文献［９～１４］。

１　桨叶动力学方程以及研究方法

以有限元法建立桨叶运动方程［１５］。在旋转坐

标系下，应用Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理导出

∫
狋
２

狋
１

（δ犝－δ犜－δ犠）ｄ狋＝０ （１）

式中：δ犝为应变能变分；δ犜为动能变分；δ犠 为气

动力虚功。各变分详细表达式见文献［１５］。

沿展向把桨叶分成若干梁单元，每个梁单元具

有１５个运动自由度，分布在单元的５个节点上（图

１）。狌，狏，狑，φ分别为桨叶弹性轴上各节点拉伸、

摆振、挥舞、扭转自由度的弹性位移。气动力计算

采用准定常气动力理论和Ｄｒｅｅｓ入流模型
［１５］。将

全部梁单元进行组装，得到离散化后总的桨叶能量

变分方程

δΠ＝∫
ψ２

ψ１

δ狇
Ｔ 犕̈狇＋犆狇＋犓狇－［ ］犉 ｄψ＝０ （２）

图１　桨叶的空间有限元图解

　　根据变分选取的任意性，推导出总的桨叶运动

有限元方程

犕̈狇＋犆狇＋犓狇－犉＝０ （３）

式中：狇（）狋 ＝｛狌１，狏１，狏
′
１，狑１，狑

′
１，φ１，…，狌犖，狏犖，狏

′
犖，

狑犖，狑
′
犖，φ犖｝是桨叶总节点位移向量；犕，犆，犓分别

为质量、阻尼和刚度矩阵；犉为广义力向量且非线

性项全部存在于犉 中。在前飞状态下，旋翼的桨

叶要产生周期挥舞运动，因而方程（３）含有周期系

数，设其周期为犜。

将式（３）整理成状态方程的形式

狇（）狋 ＝犃狇（）狋 ，（ ）狋狇（）狋 ＋犆（）狋 （４）

式中，矩阵犃狇（）狋 ，（ ）狋 以犜 为周期且包含非线性

项；常向量犆（）狋 也以犜 为周期。

根据切比雪夫多项式理论：任意一个连续函数

在区间［０，１］上可以展开为移位的第一类切比雪夫

级数。首先，进行周期归一化，对时间变量狋做变

换狋＝犜×狊（狊∈ ０，［ ］１ ），将式（４）转化为关于狊求导

ｄ狇（）狊／ｄ狊＝犜·犃狇（狊），（ ）狊狇（）狊 ＋犜·犆（）狊 　

（５）

再把向量狇（狊），犆（狊）以及矩阵犃（狇（狊），狊）中每个元

素在 ０，［ ］１ 上展开为犿 项移位的第一类切比雪夫

级数：狇犻（）狊 ＝ 犜（）｛ ｝狊 Ｔ犫犻，犆犻（）狊 ＝ 犜（）｛ ｝狊 Ｔ犮犻，

犃犻犼狇（）狊 ，（ ）狊 ＝ 犜（）｛ ｝狊 Ｔ犱犻犼。 其 中， 犜（）｛ ｝狊 ＝

犜０ （）狊 犜

１ （）狊 …犜犿－１（）｛ ｝狊 Ｔ 是犿×１维列向量，

其元素为移位的第一类切比雪夫多项式的前犿

项；犫犻＝犫犻０犫
犻
１…犫

犻
犿｛ ｝－１

Ｔ，犮犻＝犮犻０犮
犻
１…犮

犻
犿｛ ｝－１

Ｔ，犱犻犼＝

犱犻犼０犱
犻犼
１…犱

犻犼
犿｛ ｝－１

Ｔ 为 犿×１维列向量，其中犫犻 未

知，犮犻已知，犱犻犼中含有未知变量犫犻。假设式（５）中

的狇（）狊 为狀×１维，下 面 定 义 狀×狀犿 维 矩 阵

犜^（）［ ］狊 Ｔ

犜^（）［ ］狊 Ｔ
＝犐 犜（）｛ ｝狊 Ｔ （６）

式中：犐为狀×狀单位矩阵；代表Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ乘法。

由移位的第一类切比雪夫多项式的乘积和积

分运算性质，在区间［０，１］上将式（５）对狊进行积分

犜^（）［ ］狊 Ｔ｛｝犅 － 犜^（）［ ］狊 Ｔ
狇（）｛ ｝０ ＝

犜^（）［ ］狊 Ｔ 珚［］｛｝犃 犅 ＋ 犜^（）［ ］狊 Ｔ［］｛｝犌 犆 （７）

式 中， 珚［］犃 狀犿×狀犿 ＝

犃１，１ 犃１，２ … 犃１，狀

犃２，１ 犃２，２ … 犃２，狀

   

犃狀，１ 犃狀，２ … 犃狀，

熿

燀

燄

燅狀

；

犃犻，［ ］犼 犿×犿＝ 犌犙犱
犻（ ）［ ］犼

犿×犿；｛｝犅 ＝｛犫１０犫
１
１…犫

１
犿－１…

犫狀０犫
狀
１…犫

狀
犿－１｝

Ｔ 是由狀犿×１维未知数组成的列向

量；｛｝犆 ＝｛犮１０犮
１
１…犮

１
犿－１…犮

狀
０犮

狀
１…犮

狀
犿－１｝

Ｔ 是狀犿×１

维已知列向量；犌为移位的第一类切比雪夫多项式

的积分算子矩阵；犙犱
犻（ ）犼 为关于犱犻犼的乘积算子矩

阵。积分算子矩阵犌和乘积算子矩阵犙 的取值参

见文献［９～１３］。

由式（７）知，如下非线性代数方程组成立

犐－珚［ ］｛｝犃 犅 ＝ 狇（）｛ ｝０ ＋ ［］｛｝犌 犆 （８）

求解上述非线性方程，得到系数｛｝犅 ，则狇（）狊 可知。

做逆变换狊＝
狋
犜
，得到狇（）狋 ，即为系统（４）在［０，犜］

时刻响应。将狇（）犜 代入式（８）作为下一周期的初

值进行计算，依次类推，经过多个周期计算，即可求

得旋翼系统稳态响应。

在稳定性分析中，对移位的第一类切比雪夫级

数周期解，只需将单位矩阵的每个列向量分别作为

初始条件，利用积分算子矩阵犌，在一个周期上对

９２６第５期 周　薇，等：基于切比雪夫多项式的旋翼响应及稳定性



周期解处的线化系统进行积分，取其周期末点的

值，即为Ｆｌｏｑｕｅｔ转移矩阵Φ（）犜 的相应列向量［９］。

当周期解表示为１５到１８项移位的第一类切比雪

夫多项式时，所得Ｆｌｏｑｕｅｔ转移矩阵具有较高精

度［１０］。根据Ｆｌｏｑｕｅｔ理论，若Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子的模均

小于１，则系统周期解渐近稳定性；否则不稳定。

２　算例分析

本文以无铰式直升机旋翼为例，其特性参数如

表１所示。

表１　旋翼特性参数

参数 数值

旋翼半径犚／ｍ ４．９２

弦长犮／ｍ ０．２７

旋翼转速Ω／（ｒａｄ·ｓ－１） ４４．４

桨叶片数犖犫 ４

洛克数γ ５．２

均质桨叶线密度犿０／（ｋｇ·ｍ
－１） ５．５６

桨盘实度σ ０．０７

　　沿展向把桨叶分成５个梁单元（图２），在旋转

坐标系下，建立桨叶运动方程

图２　算例所使用的桨叶空间有限元

珨犕̈狇＋珚犆狇＋珚犓狇－珚犉＝０ （９）

式 中：狇 （）狋 是 总 节 点 位 移 向 量，狇 （）狋 ＝

狌１，狏１，狏′１，狑１，狑′１，φ１，…，狌１４，φ１０，狌｛ ｝１５ 。算例采

用准定常气动力和 Ｄｒｅｅｓ入流模型
［１５］。前进比

μ＝０．２时，入流参数λ０＝０．０１２４，λ犆＝０．０１３８，

λ犛＝－０．００４９７，总距θ０＝６．６５°，周期变距θ犆＝２°，

θ犛＝－３．６７°。

将各参数量纲一化后，代入方程（９）。为降低

方程维数、节省求解时间，计算时取桨叶前六阶固

有模态［５，１５］，将方程（９）转化为模态坐标方程

犕̈狆＋犆狆＋犓狆－犉＝０ （１０）

整理成状态方程形式如下

狆（）狋 ＝犃狆（）狋 ，（ ）狋狆（）狋 ＋犆（）狋 （１１）

式中：狆（）狋 ＝｛狆１，狆２，狆３，狆４，狆５，狆６，狆１，狆２，狆３，狆４，

狆５，狆６｝
Ｔ 为系统总的量纲一模态自由度；周期犜＝

２π
４４．４

。由切比雪夫多项式理论，做变换狋＝犜×

狊（狊∈ ０，［ ］１ ），将式（１１）变换为周期为１且关于狊

求导的方程

ｄ狆（）狊／ｄ狊＝犜·犃狆（）狊 ，（ ）狊狆（）狊 ＋犜·犆（）狊

狊∈ ０，［ ］１ （１２）

然后把狆（）狊 ，犃狆（）狊 ，（ ）狊 ，犆（）狊 中的每一个元素在

０，［ ］１ 上展开成１５项移位的第一类切比雪夫级数

形式，在区间 ０，［ ］１ 上对狊积分，得到式（８）形式的

非线性代数方程组。求解该非线性代数方程组，即

可获得切比雪夫系数｛｝犅 ，从而求得狆（）狊 。做逆变

换狊＝
狋
犜
得到狆（）狋 ，即为系统（１０）在［０，犜］时刻的

解析响应。经过多个周期的计算，即可得到系统的

稳态响应。图３给出了各个模态自由度稳态响应

的相图。

对系统 （１１）的稳 态响 应做周期为 犜 的

Ｐｏｉｎｃａｒé截面，各自由度响应在Ｐｏｉｎｃａｒé截面上均

投影为一个不动点，从而证明系统在做周期运动。

将模态自由度还原为物理自由度，所得解析响

应与时间有限元法（采用１５个时间单元，５阶形函

数）的数值解进行比较。图４以桨尖位置为例，显

示了由上述两种方法求得的挥舞、摆振、扭转响应

相图。两者结果吻合良好，从而验证了本文方法的

正确性。

下面分析桨叶周期运动的稳定性。对周期归

一化后的稳态响应狆狆（）狊 施加小扰动Δ狆＝狆（）狊 －

狆狆（）狊 ，其中狆狆（）狊 （狊∈ ０，［ ］１ ）为已求得的桨叶周
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图３　利用移位的第一类切比雪夫多项式求得的各模态自由度相图

图４　桨尖挥舞、摆振、扭转相图对比

期响应。将系统（１２）在狆狆（）狊 处线化，则微扰运动

Δ狆满足线性常微分方程

Δ狆＝珟犃狆狆（）狊 ，（ ）狊 Δ狆 （１３）

式中：“·”表示对狊求导；珟犃狆狆（）狊 ，（ ）狊 是系统（１２）

在周期解狆狆（）狊 处的Ｊａｃｏｂｉ矩阵。利用移位的第

一类切比雪夫多项式的积分算子矩阵犌，以单位矩

阵的每个列向量分别作为初始积分条件，在一个周

期上对系统（１３）进行积分（公式（５）到（８）的计算过

程），即可分别获得对应初始条件下Δ狆（）狊 的解析

表达式。取其周期末点的值，即为原系统Ｆｌｏｑｕｅｔ

转移矩阵Φ（）犜 相应列向量的取值。计算Φ（）犜 特

征值（Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子）的模，该算例Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子的

模分别为０．５５３，０．１３２，０．２０８，０．６３１，０．１２３和

０．１９８，均小于１，所以此旋翼系统在前进比为０．２

时的周期响应渐近稳定。

３　结束语

本文将切比雪夫多项式理论引入到直升机气

动弹性响应研究，计算了旋翼具有移位的第一类切

比雪夫级数形式的周期响应，并分析了其周期响应

的稳定性。研究发现，切比雪夫多项式在求解复杂

高维强非线性系统响应时保持了较高精度，所得解

析解与时间有限元法的数值结果吻合良好；利用其

积分算子矩阵可以直接求得较精确的解析Ｆｌｏｑｕｅｔ

转移矩阵，进而分析稳定性，无需借助其他专门计

算近似Ｆｌｏｑｕｅｔ转移矩阵的数值方法。
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