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绳系卫星系统周期运动的分岔与镇定

金栋平 庞兆君 余本嵩

（南京航空航天大学机械结构力学及控制国家重点实验室，南京，２１００１６）

摘要：考虑到绳系卫星系统主星姿态的作用，研究状态保持阶段绳系卫星系统的非线性动力学。首先建立含姿态的

绳系卫星姿仰耦合两自由度非线性动力学模型，通过摄动法解析地获得系统的周期运动，利用Ｆｌｏｑｕｅｔ理论分析

轨道偏心率对该周期运动稳定性的影响。然后，通过与姿态有关的两个系统参数，对绳系卫星系统周期运动的分岔

进行了数值仿真。结果表明，姿态和俯仰运动耦合导致绳系卫星系统产生多个概周期运动并存的复杂动力学行为

以及混沌运动。最后，为将混沌运动引导到某个稳定的周期运动上，提出利用线性速度反馈的镇定策略。
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作为一类新型航天飞行器，绳系卫星受到了航

天强国和国际航天组织的高度重视，进行了一系列

成功的在轨飞行实验任务［１］
，与之相应的动力学及

控制问题引起人们极大关注［２３］
。

绳系卫星在轨飞行实验通常释放的系绳长度

达几十千米，因而卫星本体与之相比可以被视为质

点，基于质点动力学简化模型来研究绳系卫星的复

杂动力学行为。例如，Ｆｕｊｉｉ等将主星和子星均看成

质点，利用Ｐｏｉｎｃａé映射和Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数等方法对

状态保持阶段的绳系卫星系统分岔和混沌等非线

性动力学行为进行了数值仿真［４］
。绳系卫星状态保

持阶段俯仰和滚转运动相互耦合也可致沿圆轨道

和椭圆轨道飞行的绳系卫星系统发生混沌运动［５］
。

Ｐｅｌáｅｚ等通过解析和数值方法研究了圆轨道电动



力绳系卫星系统的周期运动及其稳定性问题，结果

表明其周期解总是不稳定的［６］
，由此使绳系卫星发

生失稳而导致复杂的非周期运动。Ｎａｋａｎｉｓｈｉ等利

用分叉理论研究了椭圆轨道哑铃型绳系卫星的周

期运动，并建议利用该周期轨道在ｖａｎｄｅｒＰｏｌ平

面上的投影来进行延迟反馈控制［７］
。Ｈｅ等利用

Ｔａｙｌｏｒ展开和稳定性准则分析了绳系卫星系统平

衡状态的稳定性及其控制问题［８］
。

当卫星本体的尺度相对绳系卫星系统而言不

可忽略时，则需要考虑卫星姿态对于状态保持阶段

绳系卫星系统动力学的影响。朱仁璋等将主星设为

质点而子星取为三维刚体，利用数值方法着重研究

了状态保持阶段子星的振荡与姿态运动［９］
。王晓宇

等研究了计入子星姿态绳系卫星系统的非线性动

力学，利用摄动法研究了绳系卫星系统在平衡位置

附近的概周期运动［１０］
。Ａｓｈｅｎｂｅｒｇ等将主星考虑

成刚体、子星视为质点，发展了椭圆轨道绳系卫星

的运动控制算法［１１］
。

从可查阅的文献看，已有针对状态保持阶段绳

系卫星系统动力学及控制的研究通常关注如何将

周期运动控制到平衡位置，而对于考虑卫星姿态的

绳系卫星系统周期运动的分岔分析以及分岔后系

统的复杂运动如何进行镇定的研究显得薄弱。随着

绳系卫星编队、空间绳系机器人等空间任务的发

展，使得绳系体的姿态在空间绳系系统的动力学及

控制中成为不可忽略的重要因素。本文针对状态保

持阶段椭圆轨道绳系卫星系统的非线性动力学及

控制问题，研究卫星本体姿态与系统俯仰运动相互

耦合导致的周期运动及其分岔和镇定问题，给出了

使混沌运动镇定到周期轨道的一种方法。

 绳系卫星动力学模型

考虑如图１所示两体绳系卫星系统沿赤道面

内偏心率为牉的未扰Ｋｅｐｌｅｒ轨道的运动。这里将主

星视为刚体，其质量为爩、绕质心爞的转动惯量为

爥；子星视为质点，其质量为牔。主星和子星通过长

度为牓的刚性系绳在爛点相连，连接点距主星质心

距离为犱。设主星质量爩远大于子星质量牔，即系统

质心与主星质心重合、子星运动对系统轨道的影响

不计。主星轨道半径为爲、真近点角为犩。

建立固连于地心爭的惯性坐标系爭牀牁，其中

爭牀轴位于赤道面内并指向春分点。定义系统的两

个广义坐标为系绳俯仰运动犤和主星面内姿态运

动犜。根据Ｌａｇｒａｎｇｅ方程，可得到绳系卫星系统的

非线性动力学方程。进一步，选取量纲一参数牃１＝

图１ 绳系卫星力学模型

犱燉牓和牃２＝牔犱
２
燉爥，则可获得系统在局部平衡位置

（０，０）附近近似姿态俯仰运动耦合动力学方程

犤

－ ［３（１＋ 牃１）（犜＋ 牃２（犜＋ 犤））－

牃１（１＋ 牃２）（犜＋ 犤）（２＋ 犜

）犜

－ 牃２（犜＋ 犤）燈

（２＋ 犤

）犤

］－ ２牉（１＋ 犤


）ｓｉｎ犩＝ ０

牃１犜

－ 牃２［３（１＋ 牃１）＋ 牃１（２＋ 犜


）犜

＋

（２＋ 犤

）犤

］（犤－ 犜


）－ ２牃１牉（１＋ 犜


）ｓｉｎ犩＝ ０（１）

式中“．”表示对真近点角犩的导数。当犱＝０时，牃１＝

牃２＝０，此时方程（１）的第一式退化为常见的椭圆轨

道下两点面内绳系卫星系统俯仰运动方程。

 周期运动的解析解

当轨道偏心率较小时，绳系卫星系统可以表现

为绕其局部铅垂位置的周期运动。此时可将椭圆轨

道偏心率作为小量，牉＝犡犣，利用摄动法将系统的周

期解表示成如下的幂级数形式

犜牘＝ 犡犜１＋ 犡
２
犜２＋ 犡

３
犜３＋ …

犤牘＝ 犡犤１＋ 犡
２
犤２＋ 犡

３
犤３

烅
烄

烆 ＋ …
（２）

将式（２）代入方程（１），根据犡同次幂系数自相

平衡，得到一组近似到牕阶的线性微分方程组

犤

１＋ ３（１＋ 牃１）［犜１＋ 牃２（犤１－ 犜１）］＝ ２犣ｓｉｎ犩

牃１犜１－ ３牃２（１＋ 牃１）（犤１－ 犜１）＝ ２牃１犣ｓｉｎ犩

犤

２＋ ３（１＋ 牃１）［犜２＋ 牃２（犤２－ 犜２）］＝ 牊２（犜１，犤１）

牃１犜２－ ３牃２（１＋ 牃１）（犤２－ 犜２）＝ 牋２（犜１，犤１）



犤

牕＋３（１＋牃１）［犤牕＋牃２（犤牕－犜牕）］＝牊牕（犜１，…，犤牕－１）

牃１犜牕－ ３牃２（１＋ 牃１）（犤牕－ 犜牕）＝ 牋牕（犜１，…，犤牕－１

烅

烄

烆 ）

（３）
式中牊牏和牋牏（牏＝１，…，牕）由其低一阶的微分方程的

解确定。满足初始条件（犜１０，…，犜牕０）和（犤１０，…，犤牕０）

的周期运动条件是

犜１（０，犜１０）＝ 犜１（２π，犜１０），犤１（０，犤１０）＝ 犤１（２π，犤１０）

犜２（０，犜２０）＝ 犜２（２π，犜２０），犤２（０，犤２０）＝ 犤２（２π，犤２０）



犜牕（０，犜牕０）＝ 犜牕（２π，犜牕０），犤牕（０，犤牕０）＝ 犤牕（２π，犤牕０

烅

烄

烆 ）

（４）
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根据周期性条件（４），可逐次求解线性方程组（３）来

获得系统的周期解

犜牘＝ 犡犎１ｓｉｎ犩＋ 犡
２
犎３ｓｉｎ２犩＋

犡
３
（犎５ｓｉｎ犩＋ 犎７ｓｉｎ３犩）＋ …

犤牘＝ 犡犎２ｓｉｎ犩＋ 犡
２
犎４ｓｉｎ２犩＋

犡
３
（犎６ｓｉｎ犩＋ 犎８ｓｉｎ３犩）＋ …

（５）

式中犎牏（牏＝１，２，…）是关于参数牃１，牃２和犣的已知的

多项式函数，这里略去具体表达式。

为了验证所获得的周期解的正确性，这里可任

选一组参数牃１＝０００１和牃２＝００１，在相同初始条

件下计算不同轨道偏心率的姿态和俯仰运动，结果

如图２所示。从图中可见，在犂＝２个轨道周期内，

根据方程（５）得到的周期运动解析解和积分原方程

（１）得到的数值解比较吻合，且偏心率值越小吻合

程度越好，说明本方法给出的近似周期解是正确可

靠的。

图２ 周期运动解析解和数值解的对比

 周期运动的稳定性和分岔

应用Ｆｌｏｑｕｅｔ理论分析周期解（５）的稳定性。将

方程（１）中牉用犡犣表示，并将其表示成状态空间形

式

╂＝ 牊（╂，犩，犡） （６）

式中╂＝（牨１，牨２，牨３，牨４）＝（犜，犜，犤，犤
）为状态向量。记

周期运动的扰动Δ╂（犩，犡）＝╂（犩，犡）－╂牘（犩，犡），在周

期解╂牘附近线性化，得到扰动满足的变分方程

Δ╂（犩）＝ 爟牊（╂牘（犩，犡），犩）Δ╂（犩）＝

┑（犩，犡）Δ╂（犩） （７）

式中爟牊（╂牘（犩，犡），犩）为向量函数牊（╂，犩，犡）在周期解

╂牘（犩，犡）处的Ｊａｃｏｂｉ矩阵，其元素为２π的周期函数。

这样原系统周期解的稳定性转化为判断方程（７）的

零解稳定性问题。根据Ｆｌｏｑｕｅｔ理论，零解稳定性取

决于该周期系数微分方程对应的单值矩阵┝（犡）的

特征值。

采用数值方法计算单值矩阵┝（犡）。对于给定

的犡＝犡值，通过将下述积分初值问题

Δ╂（犩）＝ ┑（犩）Δ╂（犩）

Δ╂（犩０｛ ）＝ ┙
（８）

积分至犩＝２π得到单值矩阵

┝（犡）＝ Δ╂（２π） （９）

式中┙为４×４单位矩阵。当轨道偏心率牉在某个区

间上变化时，根据式（９）可求得单值矩阵的４个单

特征值，呈两对共轭复数，即

犧１，２＝ 犲１± ｉ犨１，犧３，４＝ 犲２± ｉ犨２ （１０）

它们是系统参数牃１，牃２和轨道偏心率牉的函数。

给定同样的参数牃１＝０００１和牃２＝００１，可计

算出上述周期运动对应的单值矩阵特征值实部、虚

部及其模随轨道偏心率的变化，如图３所示。从图

中可见，在区间牉∈［０，０６］内，特征值的模燏犧１，２燏和

燏犧３，４燏始终为１，且每个特征值对应的初等因子均为

一次的。根据Ｆｌｏｑｕｅｔ理论，因有多于一个特征值的

模为１，故该周期运动的稳定性取决于高一阶的非

线性项［１２］
，即由下述非线性扰动方程决定

Δ╂（犩）＝ 牋（╂牘（犩，犡），Δ╂（犩）） （１１）

图３ 单值矩阵特征值随偏心率的变化
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同样可计算该系统单值矩阵的特征值随轨道

偏心率的变化情况，结果如图４所示。从图中可见，

当牉＝００７时，出现模大于１的特征值，表明当牉≥

００７时，该周期运动不稳定；当牉＜００７时，周期运

动稳定。

图４ 单值矩阵特征值随偏心率的变化

不稳定的周期运动可以通过分岔产生复杂的

非线性动力学行为。例如，对于主星和子星均为质

点的两体绳系卫星系统，当牉＞０３１时系统的俯仰

运动发生混沌运动［４］
。对于本文所考虑的主星姿态

情形，这里给定轨道偏心率牉＝０３１，分别取牃１和牃２

作为分岔参数，考察系统的非线性动力学行为。

图 ５给出了当 牃２＝００２时系统的最大 Ｌｙａ

ｐｕｎｏｖ指数爧随分岔参数牃１的变化情况，可见在

牃１＞０００５时最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数爧为一正值，系

统可能进入混运动。为验证该结论，这里牃１分别取

０００５和０００６，计算出俯仰运动的Ｐｏｉｎｃａｒé映射，

结果如图６所示。图６表明，当牃１＝０００５时，系统

做多个概周期并存的复杂运动；当牃１＝０００６时，

俯仰为混沌运动。随参数牃１值增加，系统逐渐进入

混沌运动，即对于短系绳、大尺寸主星，不可忽略主

星的刚体运动对于系统动力学的影响。

给定牃１＝０００５，考察最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数爧随

参数牃２的变化情况，如图７所示。图８为牃２分别取

００１８和００１９时，俯仰运动的Ｐｏｉｎｃａｒé映射。同

理，从图７和８可知，系统在牃２＜００１９时俯仰运动

图５ 最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数爧随牃１的变化（牃２＝００２）

图６ Ｐｏｉｎｃａｒé映射

图７ 最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数爧随牃２的变化（牃１＝０００５）

图８ Ｐｏｉｎｃａｒé映射
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进入混沌，牃２越小即主星转动惯量相对较大时，系

统越容易进入混沌运动，表明主星的刚体运动成为

影响系统动力学的重要因素。

综上所述，当计入卫星本体的姿态运动时，绳

系卫星系统会因周期运动的分岔而产生概周期运

动、混沌等复杂非线性动力学现象。

 混沌运动的镇定

考虑主星姿态的绳系卫星系统２π周期运动在

偏心率略大时变得不稳定，且在一定的系统参数下

系统会发生混沌运动。为使周期运动在偏心率较大

时也保持稳定或将分岔后的混沌运动引导到指定

的周期运动上［１３］
，需要进行周期运动的镇定。为

此，对原系统分别引入控制项牑１（犤
－犤

牘）和牑２（犜－

犜牘），此时受控系统的动力学方程成为

犤

－ ［３（１＋ 牃１）（犜＋ 牃２（犜＋ 犤））－

牃１（１＋牃２）（犜＋犤）（２＋犜

）犜

－牃２（犜＋犤）（２＋犤


）犤

］＝

２牉（１＋ 犤

）ｓｉｎ犩－ 牑１（犤


－ 犤

牘）

牃１犜

－ 牃２［３（１＋ 牃１）＋ 牃１（２＋ 犜


）犜

＋

（２＋ 犤

）犤

］（犤－ 犜）＝

２牃１牉（１＋ 犜

）ｓｉｎ犩－ 牑２（犜


－ 犜

牘） （１２）

式中犜牘和犤牘是已知的周期运动，牑１和牑２为控制增

益。当系统做周期运动时，犜＝犜牘和犤
＝犤

牘，此时控制

项牑１（犤
－犤

牘）和牑２（犜－犜牘）消失。

同样可采用Ｆｌｏｑｕｅｔ理论研究受控系统的稳定

性。图９给出了系统参数牃１取０００１和牃２取００１，

控制参数牑１＝牑２＝０２时受控系统单值矩阵特征值

随轨道偏心率的变化曲线。图９表明特征值的模在

图９ 受控系统单值矩阵特征值随偏心率的变化

区间［０，０６］上均小于１且各特征值互异，即系统

渐近稳定。例如，采用同上的系统参数与控制参数，

在牉＝０３时，选取周期运动初始条件犤０＝０，犜０＝０，

犤

０＝－０１２７４，犜０＝－０２２６９，对加入控制的系统

仿真可得第１０个轨道周期到第１０００个轨道周期

上的俯仰周期运动，如图１０所示。进一步，若令牉＝

０１和牑１＝牑２＝牑，则可计算受控系统单值矩阵所有

特征值最大模随控制变量牑的变化，如图１１所示。

图１１表明，随牑值逐渐增加，单值矩阵特征值最大

模迅速减小，系统更快地趋于稳态。然而，过大的牑

值意味需要更高的控制输入能量。

当系统参数牃１＝０００５和牃２＝００１８，牉＝０３１

时，则俯仰运动进入混沌。此时，选取初始条件（０，

０，０，０），控制参数牑１＝牑２＝０２，在仿真到第１０个轨

道周期时启动镇定控制，得到俯仰运动的时间历程

如图１２所示。从图中可见，受控后的系统经历约３

个轨道周期后混沌运动最终被镇定到周期运动上。

图１０ 受控系统周期运动

图１１ 单值矩阵特征值最大模随牑的变化

图１２ 混沌到周期运动的镇定
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 结束语

考虑姿态的绳系卫星非线性动力学研究表明，

当轨道偏心率较小时，状态保持阶段绳系卫星系统

存在稳定的周期运动；随着轨道偏心率的增加，该

周期运动变得不稳定。当计入卫星本体姿态时，姿

态和俯仰运动耦合可产生复杂的非线性动力学行

为，如多个概周期运动并存的复杂运动和混沌现

象。采用基于线性速度反馈控制可使混沌运动被镇

定到一周期轨道上。
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