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基于子空间算法的对称结构重频模态识别

张家滨 陈国平

（南京航空航天大学振动工程研究所，南京，２１００１６）

摘要：针对飞机等对称结构的重频模态较难识别的问题，在随机子空间算法的基础之上，利用空间投影的性质和

响应点位置间的几何关系，分离对称耦合模态，建立对称模态响应和反对称模态响应Ｈａｎｋｅｌ矩阵，实现单独利

用响应数据识别重频的对称和反对称模态。最后通过仿真算例表明，改进后的方法成功提取了重频模态的振型，

避免了传统算法识别结果的中的振型耦合，同时提高了对称模态中固有频率和阻尼的识别精度。

关键词：环境激励；重频模态；随机子空间；模态分析

中图分类号：Ｏ３２４；ＴＵ３１１３；Ｕ４４１ 文献标识码：Ａ 文章编号：１００５２６１５（２０１２）０２０１９１０７

收稿日期：２０１１０３１７；修订日期：２０１２０１１２

通讯作者：陈国平，男，教授，博士生导师，Ｅｍａｉｌ：ｇｐｃｈｅｎ＠ｎｕａａ．ｅｄｕ．ｃｎ。

┄━﹫┃┉┉┄┃┄┎││┉┇━┉┇┊┉┊┇┌┉┅┉

﹨┇┆┊┃┈﹣┈┄┃┊┈┅┉┄

牂牎牃牕牋爥牏牃牄牏牕，爞牎牉牕爢牣牗牘牏牕牋

（ＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＶｉｂｒａｔｉｏｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＲｅｓｅａｒｃｈ，ＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓ＆

Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ，Ｎａｎｊｉｎｇ，２１００１６，Ｃｈｉｎａ）

﹢┈┉┇┉：Ｔｈｅｍｏｄａｌｓｏｆｔｈｅｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌｓｔｒｕｃｔｕｒｅｗｉｔｈｒｅｐｅａｔｅｄｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ，ｓｕｃｈａｓａｉｒｃｒａｆｔｅｔｃ，ａｒｅ

ｄｉｆｆｉｃｕｌｔｔｏｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄ．Ｆｏｒｔｈｉｓｐｒｏｂｌｅｍ，ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｓｕｂｓｐａｃｅｍｅｔｈｏｄ，ｔｈｅｐａｐｅｒｉｓｏｌａｔｅｓ

ｓｙｍｍｅｔｒｉｃｃｏｕｐｌｅｄｍｏｄｅｓ，ｔｈｒｏｕｇｈｔｈｅｕｓｉｎｇｏｆｓｐａｃｅｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｇｅｏｍｅｔｒｉｃｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｏｆｔｅｓｔ

ｐｏｉｎｔｓ，ａｎｄｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｓＨａｎｋｅｌｍａｔｒｉｘｗｉｔｈｓｙｍｍｅｔｒｉｃｍｏｄａｌｒｅｓｐｏｎｓｅａｎｄｔｈｅａｎｔｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃｍｏｄａｌｒｅ

ｓｐｏｎｓｅ，ｔｈｕｓａｃｈｉｅｖｉｎｇｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｎｄａｎｔｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃｍｏｄａｌｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｗｉｔｈｒｅｐｅａｔｅｄｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｕｓｉｎｇ

ｏｕｔｐｕｔｄａｔａｏｎｌｙ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｅｘａｍｐｌｅｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｉｍｐｒｏｖｅｄｍｅｔｈｏｄｓｕｃｃｅｓｓｆｕｌｌｙｅｘｔｒａｃｔｓ

ｍｏｄｅｓｈａｐｅｓｗｉｔｈｒｅｐｅａｔｅｄｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ，ａｖｏｉｄｓｔｈｅｍｏｄａｌｓｈａｐｅｓｃｏｕｐｌｉｎｇｇｅｎｅｒａｔｅｄｂｙｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌｍｅｔｈ

ｏｄｓ，ａｎｄｉｎｃｒｅａｓｅｓｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎａｃｃｕｒａｃｙｏｆｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙａｎｄｄａｍｐｉｎｇａｔｔｈｅｓａｍｅｔｉｍｅ．

┎┌┄┇┈：ａｍｂｉｅｎｔ；ｍｏｄｅｗｉｔｈｒｅｐｅａｔｅｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙ；ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｓｕｂｓｐａｃｅ；ｍｏｄａｌａｎａｌｙｓｉｓ

传统的模态识别方法利用频响函数和脉冲响

应函数进行参数识别，但是对称结构的重频模态一

直困扰识别精度的难题，很容易产生模态遗漏或者

是振型的混淆。尤其是飞机等对称结构，对称和反

对称振型对应的固有频率很容易重合，利用频响函

数很难有效提取对应的两阶模态，通过快速傅里叶

变换（ＦａｓｔＦｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓｔｏｒｍ，ＦＦｔ），两阶模态只留

下一个峰值或者间隙很小，几乎完全耦合在一起，

给识别带来了困难。大型的工程实验一般通过纯模

态的方法进行单模态的逐个识别，但是工作量较大

而且对于操作人员的工程经验要求较高。特别是一

些工程结构无法施加人工激励的条件下，单独利用

响应数据进行识别更是难以区分耦合模态。

时域算法与频域算法不同，未经过ＦＦＴ变换，

原始数据同时包含了所有的模态响应，利用多通道

的数据同步采集，理论上存在实现耦合模态参数识

别的可能，但是利用传统的随机子空间等时域算法

识别得到的振型为耦合模态振型的线性组合，很难

得到原始的模态振型。对此本文通过解析子空间算

法的投影过程，利用投影空间的过滤特征，实现对



称重频模态的参数识别工作，避免了大量的重复性

实验以及纯模态实验，利用单次实验的数据就可以

得到模态参数的识别结果，因此具有较好的工程应

用价值。

 随机子空间算法

随机子空间算法［１］是以线性离散的状态空间

方程为基础的
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┢
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牘
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器测量误差引起的，还包括未知的输入信息；牑为

时刻；牘为输出的个数；牕为系统的阶数；┑，┓分别

为系统状态矩阵和系统输出矩阵。

基于参考点的随机子空间识别（Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ
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式中：（·）
＋表示求广义逆；（·）

Ｔ表示求转置。

由随机子空间识别理论，投影矩阵┟牏可以分

解为可观矩阵牰牏和卡尔曼滤波状态向量 ┨

牏的乘

积。进而求得系统矩阵┑和┓，具体的过程可参考文

献［２］。

 空间投影

投影矩阵表示为［３］
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根据式（４，５），从矩阵空间表示上看，状态向量
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，即状态空间为参考点行

空间的子集
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识别对称模态的最大问题为模态重叠，从而导

致无法准确识别［５］
。若能将参考点行空间┩

ｒｅｆ
牘所包

含的对称模态分离，投影后得到的状态空间中只包

含对称模态中的一阶，这样就可以实现针对对称模

态参数的识别，避免系统矩阵的重根及振型的耦

合。

 对称模态分离

参考点行空间必须包含各阶模态响应，这样才

能保证不遗漏模态。但是同时导致了对称重频模态

的识别困难［６］
，利用对称测量点，重新构建参考点

行空间，使得参考点行空间仅包含对称模态响应或

者仅包含反对称模态响应。

以图１简易飞机模型为例。飞机机翼为对称结

构，机翼弯曲模态均包含对称和反对称振型，且频

率较近很难区分，利用结构对称性，重新设定参考

点行空间。

图１ 简易飞机模型

 采样点对称分布

在采样点和结构都完全对称的情况下利用几

何关系进行模态分离。╃
ｌ
牏为机翼左侧牏时刻响应向

量，╃
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态参考点牏时刻响应，┮
ａ
牏为反对称模态参考点牏时刻

响应。利用结构的几何关系，分别消去反对称模态
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响应和对称模态响应，┮
ｓ
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式中：╃
ｚ
牏为除去对称部位的响应后余下点的响应向

量；╃
ｓ
牏包含了对称模态的所有响应信息；╃
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反对称模态的所有响应信息。
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ｓ为对称模态参考点Ｈａｎｋｅｌ矩阵，┘

ａ为反对

称模态参考点Ｈａｎｋｅｌ矩阵。根据式（６）参考点行空

间和卡尔曼滤波状态空间之间的关系，利用┘
ｓ得

到的识别结果中仅包含对称模态，利用┘
ａ得到的

识别结构中仅包含反对称对称模态，这样就避免了

重频给识别带来的影响，通过两次单独的识别得到

对称和反对称模态。但是识别得到的振型为叠加振

型，根据整合的关系，将其分离，最后得到
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其中：犺
ｚ
牑牏
对应该阶非对称部位响应点振型；犺

ｓ
牑牏
和犺

ａ
牑牐

对应整合后对称部位对称和反对称振型。

 采样点非对称分布

对于质量完全对称分布的结构可以通过几何

关系构建参考点向量，但是很多情况结构虽然是对

称的，质量分布会有一定差别，而且当采样点分布

不同的时候，如果继续利用测点位置几何关系进行

处理，达不到消除对称或反对称模态的效果。因此，

从对称结构的振型入手。

单独测试半边对称部位振型见图 １，令犗
ｌ
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［犗
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牑 … 犗
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Ｔ为机翼右侧重频模态振型，牔为

单边测试点数。由于测量是分开进行的，而且振型

是相对量，必须按照同一尺度得到的振型才有意

义。因此，两边各取一点作为基准点（非节点），计算

功率谱，重合频率所对应的频谱幅值可以近似表示

为对称和反对称模态响应之和

┖ｌ＝ 犣ｌ（牑１┖ａ＋ 牑２┖ｓ）

┖ｒ＝ 犣ｒ（牑１┖ａ＋ 牑２┖ｓ）
（１０）

其中由于功率谱是不考虑数据相位的，因此两

侧测点频谱幅值之比值直接反应了结构对称部位

的振动幅值比，利用这个比值得到同一尺度下的振

型，然后利用振型数据分离响应点模态。令

犺
ｌ
牑＝［１燉犗

（ｌ１）
牑 … １燉犗

（ｌ牔）
牑 ］

Ｔ
燉（犣ｌ·犗

（ｌ牣）
牑 ）

犺
ｒ
牑＝［１燉犗

（ｒ）
牑 … １燉犗

（ｒ牔）
牑 ］

Ｔ
燉（犣ｒ·犗

（ｒ牤）
牑 ）

（１１）

式中ｌ牣和ｒ牤分别代表两侧的基准采样点序号。

┮
ｓ
牏＝ （╃

ｌ
牏燈犺

ｌ
牑＋ ╃

ｒ
牏燈犺

ｌ
牑）燉２

┮
ａ
牏＝ （╃

ｌ
牏燈犺

ｌ
牑－ ╃

ｒ
牏燈犺

ｌ
牑）燉２

（１２）

得到┮
ｓ
牏和┮

ａ
牏分别为对称模态参考点牏时刻响应，反

对称模态参考点牏时刻响应，在此基础之上计算╃
ｓ
牏

和╃
ａ
牏，Ｈａｎｋｅｌ矩阵的构建方法与式（８，９）相同。

 理论证明

将 Ｈａｎｋｅｌ矩阵的参考点行空间改变后，矩阵

的构成产生了变化，两点结论需要证明：

（１）投影过程依然有效，数据改变后不影响整

个的识别计算过程。

（２）数据改变后，不影响系统矩阵┑和┓矩阵

的识别。

证明 定义矩阵

牱
牅
牏＝
ｄｅｆ

┑
牏－１
┗ ┑

牏－２槏 槕┗ … ┑┗ ┗ ∈ ┢
牕×牔牏

（１３）

┗＝┕［╂
ａｓ
牑＋牏╃

ａｓ
Ｔ

牑 ］∈┢
牕×牜为协方差矩阵。

定义两个由输出数据协方差矩阵组成的块
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Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵

┓
ａｓ
牏 ＝

牼
ａｓ
牏 牼

ａｓ
牏－１ 牼

ａｓ
牏－２ … 牼

ａｓ
１

牼
ａｓ
牏＋１ 牼

ａｓ
牏 牼

ａｓ
牏－１ … 牼

ａｓ
２

牼
ａｓ
牏＋２ 牼

ａｓ
牏＋１ 牼

ａｓ
牏 … 牼

ａｓ
３

    

牼
ａｓ
２牏－１ 牼

ａｓ
２牏－２ 牼

ａｓ
２牏－３ … 牼

ａｓ

烄

烆

烌

烎牏

＝ 牰牏牱
ｃ
牏

（１４）

式中牼
ａｓ
牏＝爠［牪牑＋牏牪

ａｓ
Ｔ

牑 ］∈┢
牓×牜为协方差矩阵

├
ａｓ
牏 ＝
ｄｅｆ

牼
ａｓ
０ 牼

ａｓ
－１ 牼

ａｓ
－２ … 牼

ａｓ
１－牏

牼
ａｓ
１ 牼

ａｓ
０ 牼

ａｓ
－１ … 牼

ａｓ
２－牏

牼
ａｓ
２ 牼

ａｓ
１ 牼

ａｓ
０ … 牼

ａｓ
３－牏

    

牼
ａｓ
牏－１ 牼

ａｓ
牏－２ 牼

ａｓ
牏－３ … 牼

ａｓ

烄

烆

烌

烎０

∈ ┢
牜牏×牜牏

（１５）

牼
ａｓ
牏＝┕［牪

ａｓ
牑 牪

ａｓ
Ｔ

牑 ］∈┢
牜×牜
，将式（１５）代入投影矩阵的

表达式，得到
［７］

┟牏＝┩┰燉┩
ａｓ
牘 ＝ ┩牊（┩

ａｓ
牘）

Ｔ
燈（┩

ａｓ
牘（┩

ａｓ
牘）

Ｔ
）
＋
┩
ａｓ
牘 ＝

┓
ａｓ
牏 燈（├

ａｓ
牏）

－１
燈┩

ａｓ
牘 ＝

牰牏燈牱
ｃ
牏燈（├

ａｓ
牏）

－１
燈┩

ａｓ
牘 ＝ 牰牏


┨
ａｓ
牏 （１６）

过程中 Ｋａｌｍａｎ最佳估计 ┨牏发生变化，由

式（６）投影过程中的空间关系，通过数据整合，改变

数据中模态响应的成分，得到仅包含对称模态响应

或者反对称模态响应的状态向量。

由状态空间方程，得


┨牏＋１

┩
ａｓ

烄

烆

烌

烎牏燏牏
＝
┑

槏 槕┓

（┨牏）＋

犱牥

犱

烄

烆

烌

烎牤
（１７）

式中犱牥，犱牤为Ｋａｌｍａｎ滤波最佳估计的残差，由于

它们和 
┨牏是相互独立的，利用新得到的状态向量


┨牏，计算系统矩阵┑，由于状态向量中对称耦合模

态响应已经分离，因此避免了┑矩阵中特征值分解

中的重根问题。┓矩阵为观测矩阵，建立输入和输

出直接的关系，由于┩
ａｓ
牏燏牏进行了数据整合处理，通过

┓矩阵得到的振型为新的响应向量的振型，通过反

向的处理得到系统的真实振型结果。

综上表明，通过数据间的运算重新构建参考点

行空间是可行的，计算过程不会影响识别过程，仅

仅改变了模态空间的组成，方便进行重频模态的识

别。

 仿真算例

以有限元飞机模型作为仿真模型，左右机翼完

全对称，机翼的弯曲模态均包含对称和反对称模

态，具体模型如图２所示。

图２ 对称机翼有限元模型

机身顶端固定约束全部自由度，飞机各阶模态

理论值见表１，其中飞机机翼一弯及二弯的对称和

反对称模态均为重频模态。

表 有限元模型模态理论值

序号 固有频率 阻尼燉％ 振型

１ ３５５５ ２ 机翼对称一弯

２ ３５５６ ２ 机翼反对称一弯

３ １３６４６ ２ 机身一弯

４ ２１８１１ ２ 机翼反对称二弯

５ ２２０５４ ２ 机翼对称二弯

在机翼左右两端各设置一个激励点，位置为机

翼根部１燉３处，响应测量点分两种情况考虑，一种

机翼两边对称布点见图３，一种是机翼两边飞非对

称布点见图４。

主要考虑模型前五阶模态，对比对称模态的识

图３ 对称分布测量点位置

图４ 非对称分布测量点位置
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别结果，设定采样率为１００Ｈｚ，采样点数为６０００，

利用随机子空间算法和本文的方法进行识别，建立

识别结果稳定图。取频率识别误差小于１％，阻尼小

于５％，振型ＭＡＣ值大于０９９为稳定点，先针对采

样点对称分布的情况，分别采用传统的随机子空间

算法和本文方法，识别结果稳定图见图５。

振型、固有频率及阻尼识别结果见图６，７及表

２（由于振型主要为机翼振型，振型图为牨牫平面，坐

标系见图２）。

从识别的结果中可以看出，对称布点的情况

下，改进后的算法避免了振型识别结果中重频模态

的耦合，大幅提高了振型的识别精度，同时频率和

阻尼的精度也有了明显的改善。为了进一步验证算

法的有效性和抗干扰的性能，在响应信号中分别加

入１％，２％和５％的噪声，对比不同干扰下算法的识

别精度，其结果如表３所示。

“□”表示稳定点，“”表示非稳定点

图５ 识别稳定图

图６ 随机子空间振型识别结果 图７ 改进后振型识别结果
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在不同噪声干扰下，算法得到了较好识别结

果，具有一定的抗干扰特性。随着噪声的加大，识别

结果的误差略有增加，但幅度很小，较好地克服了

噪声对于信号的污染。

在采样点非对称分布的条件下，利用第２种方

法进行识别。对比随机子空间和改进后算法的识别

精度，振型、固有频率及阻尼识别结果见图８，９及

表４。

图８ 随机子空间振型识别结果 图９ 改进后振型识别结果

表 对称分布采样点模态参数识别结果

阶数 理论值 随机子空间 改进后算法

固有频率燉Ｈｚ 阻尼燉％ 固有频率燉Ｈｚ 阻尼燉％ 振型ＭＡＣ 固有频率燉Ｈｚ 阻尼燉％ 振型ＭＡＣ

１ ３５５５ ２ ３５５６ ３１７ ０５９８９ ３５５４ ２３１ １．００００

２ ３５５６ ２ ３５４９ １７７ ０３０９６ ３５５５ ２１３ ０９９９２

３ １３６４６ ２ １３６５５ ３１１ ０９３７３ １３６５２ １６３ ０９９７９

４ ２１８１１ ２ ２１７９９ ２９０ ０９９９９ ２１８００ １８６ ０９９９９

５ ２２０５４ ２ ２２０５９ １３８ ０９８４１ ２２０６９ １４７ １．００００

表 不同噪声干扰下对称分布采样点模态参数识别结果

阶数 理论值 加入１％噪声 加入２％噪声 加入５％噪声

固有频率燉

Ｈｚ

阻尼燉

％

固有频率燉

Ｈｚ

阻尼燉

％

振型

ＭＡＣ

固有频率燉

Ｈｚ

阻尼燉

％

振型

ＭＡＣ

固有频率燉

Ｈｚ

阻尼燉

％

振型

ＭＡＣ

１ ３５５５ ２ ３５４１ １８５ ０９９７ ３５４２ ２０３ ０９９８ ３５４１ １９４ ０９９２

２ ３５５６ ２ ３５４９ ０８５ ０９９４ ３５４８ ０７３ ０９９１ ３５７２ ０９３ ０９９２

３ １３６４６ ２ １３６５６ ０９８ ０９９７ １３６６９ ２２９ ０９９６ １３６３６ ３４５ ０９９７

４ ２１８１１ ２ ２１７１８ １６８ ０９９７ ２１７１７ １６５ ０９９３ ２１６４７ １６４ ０９９０

５ ２２０５４ ２ ２２０２５ ２３２ ０９９５ ２２０２５ ０８６ ０９９６ ２２１２０ ０４５ ０９８７
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表 非对称分布采样点模态参数识别结果

随机子空间 改进后算法

固有频率燉

Ｈｚ

阻尼燉

％

振型燉

ＭＡＣ

固有频率燉

Ｈｚ

阻尼燉

％

振型

ＭＡＣ

３５３６ ２５５ ０２３５５ ３５５９ ２４１ ０９９４０

３５６９ ２２ ０４１２５ ３５６５ １５３ ０９９８１

１３６５４ １７２ ０９４５６ １３６５５ １８２ ０９９７９

２１８４４ １１４ ０９９９２ ２１７５０ １５７ １００００

２２１５３ １２３ ０９７３２ ２２１３９ １４５ ０９９７６

识别结果与均匀分布条件下类似，两种测试条

件、通用的随机子空间算法都可以得到对称耦合模

态频率，较为精确地识别固有频率。但是振型的识

别结果就受到了很大的干扰，左右两边的振型不对

称，而且很难分辨对称和反对称振型，振型之间发

生耦合，理论振型和实验结果振型之间的ＭＡＣ值

时产生了较大误差。改进后的算法有效地解决了振

型的识别误差，不管是在对称布点还是非对称布点

的情况下，都得到了比较好的振型识别结果，与理

论识别结果的误差很小，同时也提高了固有频率和

阻尼的识别精度。在加入噪声干扰情况下，算法体

现了较好的抗干扰能力，在５％噪声干扰下依然得

到了较好的识别结果。

 结束语

本文在随机子空间算法的基础上，通过重新构

建Ｈａｎｋｅｌ矩阵，利用投影空间的性质实现了对称

耦合模态的参数识别。通过仿真算例表明，在单次

利用响应数据的条件下，新的算法较好地解决了对

称模态的耦合问题，利用结构的几何关系或者单边

测试结果，有效地区分开对称和反对称振型，实现

了模态的解耦，同时避免了附加的实验过程，通过

数据块间的运算进行解耦，并且在算法的基础上可

以发展分组测试条件下的识别，适用于结构较为复

杂需多次测量的条件。
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